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圆 环 壳 在 静水 压 下 的 应 力 

及 位、移 计 算 

伍生龙 徐 磊 陈山林 

摘要 本文应用已有的一般抽对称问题的结果，计算了嘧环壳在静水压作用下 

的应力和位移，解答以Fourier级数形式给出，文中路出了两个具体的算例。 
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引 言 

圆环薄壳由于其实用性及其理论的复杂性而一直受到研究者们的注意。环壳一般轴对称 

问题的研究工作目前 巳基本解决。历史上，这个 问题首先由H．Reissner(1912)⋯ 和E．Mei— 

SSllcr(1915) ：成功地将其简化为两个实变量的二阶常微分方程。随后E．T61ke(1913) ， 

R
．
A

．Clark (1 950) 分别进行 了复变量化的简化工作。他们得到的复变量方程在薄壳理论 

误差范围内是等价的 ”。 近年来，钱伟长和郏思梁 ” 得到了HOBO~KHJIOB方程齐次解的 
一 般解。陈山林 j推广HOBO~KHJIOB变换，对任意荷载作用下轴对称环壳问题的非齐次方程 

进行了成功的简化，。并且用Fourier级数术得方程 的特解。 结 合现有的齐次方程一般解，给 

出了一般轴对称问题的解答 (精确解)。 

本文应用文C83的结果，结合钱伟长、郑思梁 (1 980) 环 壳轴对称问题齐次方程的一 

般解，处理了静水压作用下圆环壳的应力和位移计算，给出了两个具体算侧，分别是 (1) 

Q。可直接由平衡方程确定，即Q。已知的情形， (2) Qo需由位移补充方程 定 ， 即Q。未知 

的情形。圆环壳常作为水下结构的一部分，这时水压力是一个重要的荷载部分，所 以圆环壳 

承受静水压下的应力和位移计算具有工程实际意义。 

静水压力荷载只考虑水面与 ：0处在同一高度的情形， 而水面高度高于或低于这一高 

度情形可以用本文结果与均匀内压结果叠加得到其应力及位移。 

奉盘198B年 6．fj 22日蜕 鳓 。 
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1 基本方程、内力和变形 

65 

考虑在任意分布荷载p，， 作用下豹弹性旺环薄壳，其坐标、 位移和几何尺寸如图 1所 

图 1 环壳荷载位秽和尺寸 

示 。 

问题的基本方程可以写作 
．． ． 

． 

(1 十asin~)V —acos~pV +2 isin~V 

： =等( + 一 吼。)cos i_ 
· (1十asin~) {[(口十 in )p，l+co -]． 

十口(1+V)p ， (1) 
式l中 

F=df (p fcos 一p sin )(一1+asin )d (2) 

}， ： 3(i一一 蔷， 
一 旧 比 ， 。— —  u她 刀 ， p，。— — 表 回 同 何 载 明 均 习 网比 鄙 分 ， 

p，l=p，一p⋯ “．”表示对 求导。 

觚 数 

⋯ +asin~) ．詈⋯ --2a~m ) 

式中 一 ct Q⋯  w  ⋯  i ，螂] ㈩ 
— — 经线切线转角， 

D= 一 枋氏 模量 

： Q Q 一 剪力 

如果根据 (1)和相应边界条件求得y，则环壳内力和位移可按下述各式计算t 

一  · 

一  ( )’一 口+simp (1+asin~) 

十 [ (口十sincp)p，，+cos~p ] 

(仉 +fj j 。 

(Q +F)+ p，。 

嚣 {( )+i丽aVCOSq~ j 

M0=器 {r(币Re V)+ 篇 州 } 

Q = i + + (Qo+F， 

(4) 
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1 ReV ＼ 
一

aEh (1 +口si“∞) 

y= (心 一v (1+ ) 

z 一J=重 

(5) 

式 中‘ 

N ，N ——径向，环向薄膜力， y，z——水平和铅直位移 

M ，M ——径向、环向弯矩， z。—— 由位移z零位置 ( =‰)规定决定 其正 

方向同文献[103。 
’

方程 (1)是H0B0mHⅡ0B型环壳复变量方程，右端是荷载项， 其中0。系 0处剪力， 

它分为两种情况； (1)Q 可由整体平1衡条诤算出， (2)Q。应由位移补充条件确定· 

2 艉 答 

方程 (1)的全解可 以写作 

V=V。+口ov o"+y (6) 

其中y。为齐次解，y：为Q。项的特解，yt为非Q。项 特解。我们直接s【述文[7]、C。)的有 

关结果。 
记 y。=c'vI+c,v2 (7) 

式中， c：、 c：为特定复常数，则有。 

yl=exv~(O+ y)( 一~／2)3’( l 2 } (8) 
V2=cxp[一(目+ )( 一 ／2)]·(gl+ig z) j 

式中，特征指数 =口+ 与口，I‘取值有苯，文[7]已用表格给出其值，函数 

式中 

以及 

k = 1 +
n

∑
' t

(p~cos 一日： i“ ) 

k2：皇(p：sm + cosmp) 
-。 I 

gl=1 蓦(一1) (p 。 q： ” 

g 2=皇(一1) (一p：sin +日ncosnt~) 
n。 l 

p =(口 +a． )／2， q =(b一+b·n)／z 1 
p：=(口 一o． )lz， q =(b” · )12 j 

c．／c。=(Ⅱ +ib )／2，C_．／c (d一 +i 一 )／2 

(9) 

(tO) 

(11) 
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而C 和c一 由下述递推关系确定 

当n> 0时 

C 
一  

C 

当n< 0时 

— ai[X+i(杆一 1)][ +i(n一 2)]／2 

( +in) +f 一口 ( + (n+1)][凡+ (n+2)]lz)C +z／C 

g ： ——一 =! ± 
—  ] ±! ± 1 

C +l (凡+ )̈ +{ —ct![ + (n—1)]C九+f(n一 2)]／2}C j／c 

当n= 0时 

【 一争c m 】鲁一 詈 c )】导 ：。 
如采用文(7]的 值，~lJn=0的关系式自动满足。 
记 

y：=¨
．

竞
- 1(B,cosntp+日：sinn ) 

并设方程 (1)右端具有级数形式 (非Q。项) 

)=，。+蒿(f．cosn + in ) 
则yf之系数可由下述方程组采解 

( 一口)日：：， ， ( 一3口)日：一B ：，I 1 

记 

一 B{+2#iB。+(3a— f)日2=，{ 

一  + 一詈(”+2)(n+1) 】日，+ 

+【号(”一2)(”一1)一 】日：一 ， (n≥2)f 

_日，n 2一 一詈cn+z + )】Bn+ 
一  (n一2)( _1) ]BH (’n≥2 ： 

67 

(1 2) 

(i3) 

(14) 

(1 5) 

”=盏  ̂【cOsn@+sin 一(一l c0Ŝ _sin )】 (16) 
则系数  ̂可 由下述方 程组求解 

( 一3a)A 2一A z = 2 

 ̂+(一1)n【 i一号(”+2)(n+1)]“ 

+(一1) 【詈(n一2)(”一1)一 {】̂ 一 。(n≥2) 
这样我们就得到了方程 (1)的全解 

(17) 
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(18) 

式中， C；， ci为待定复常数，由边界条件决定。0。系 =0处的剪力值。 当边界之一对竖向 

位移z无约束时，0。可 由整体平衡条件确定。在一般情况下 ，则应由位移的补充条件，即关于 

珀 约々束条件决定0。值。 

不失一般性，可假定对于边界 = 和 = 有 

z：-zl 

即 

2 cos~R ． 
一  

Eh 

J j j面 一 1 ’ 

式中， z 一z 为 相对于 ：边界的给定竖向位移。 

若 记 

C；=d【+id 2， c = l+fh 

则 (18)式写作 

V=d】Vl+id zV1+ lV 2+讯 2V 2+0。y +y 

代入位移补充条件 (19)式，并记 

cos

蛳q~ --- ∞ 

有 

b￡ 

e． 

=e 面 
=  等 

e 。 ： 一 

。 c 

Rey 鲫 J
∞ ．

1 +。 “ ” 

于是方程垒解写作 

(19) 

(2O) 

(21) 

Q。：～ at d
j -  a z+ n 一：： z+ 一一； c 。 

v=(v +：：v )dt+i(v +t：：v：) ：+(v + v ) 

+ (v + ：v )” v +( 一 )v ㈣ 

这样由边界条件确定待定复常数 c：、 c 时，我们使用 (23) 式， 0。则由(22)式计算。 

e  
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和 

69 

在不同荷载作用下，方程 (1)仅右端非0 o项即，( )不同。 

静水压作用下 (图 2)，这时 。 

p =0， 、
I 

p 。=0， } 
p ，=一dq(1一c。s ) lI 

q为液体比重。代入 (2)， (1)式得 

(24) 

=n 。({ +S n z 一s n 一 c。s +；一詈s n ) 
图 2 (25) 

)=普咖E 69+3 sin 2 一l2sin —4Ⅲs。 +4̈ 6州 ∞cos 

+警 q(1+。sinto) Coos~ 一COS sm∞ 
注意到 cos 为非周期项，考虑实际环壳区域我们按[ 9。+2 )区域展开。 

c。s = s n 。+ ( 。+ + s n z 。)c。s 

+盏(—sin酉(n+I___1)9一o+一sin(一n-=一i)一~o)c。snn I 、 +l 一 

cos 2 osin9 

于是我们得到 (28)式的富氏系数： 

壹( COS(n+1)9 0 n+1 

(26) 

+ 一cos
～

(n二- 1)9
一

。
一 )sinn9n (27) 一l ， 

。 目⋯incp o-a)̈ 去。 g(4—7 ) 

告 [5a+12( + z c)】_t去 c a枷 
。 3 sin o+sin 3 9 o-a)+ 目 (1+ 2 ) 

L--- 2 a。 。+2 sin2 9 o+Sin 4 +t警 

／4= 。 0sin 3 。+12 n 5 。 ) 一譬 口 

咖[一sin (n++11)9 o+sin(nn一-l1) ] ( ≥5) 

，{= 。。g(1—2 c。s 2 一 咖 (2 。 ) 

(28) 

http://www.cqvip.com


70 重庆建筑工程学院学报 

， ：一焉咖(3+3 c。s o+COS 3 。)一t 2 q 

告a q(1—2锄2 。一cos4 儿簪嘲(2 ) 
一  嘲 Lcos(

州

n+1)~ 可cos(n-I)~ (H≥ 4) 

弓 计算结果 

做为本文的应用， 

两种情况。 

我们编制了计算程序，在佃 f̂- 微机上分别计算了0。巳知和Q。来知 

铡 “ 如 图 3，圆环壳受静水压力。 

R = lore ， a= 2 m， h= 0．05m ， E= 2．I×10 

M P0， =0
．3，水比重 =9．8kN／ms，上边界 

妒 =0。，边界自由，下边界妒 =180。，边 界 

固定。由于上边界自由，因此口。是已知的， 即 

口。=0．计算结果如图 4所示。 

例 l表明：环向轴力远大于径向轴力，其 图 3 

绝对最大值是约lO倍的关系，但是在固端处环向轴力小于径向轴力，这是约束的原故，环向 

弯矩小于径向弯矩，因为弯曲方 向在径商，。应l力口主要依赖于弯矩，因此环 向应力小于径J旬 

圈 4 例 1 

m ／̂、 
№√ 

9o 

⋯ ＼ ／一 一 。 

＼ 

(；￡ 
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％ ㈤ 

(c 

图 l 倒 1 

⋯  

、 ／  

t8) 

凰5 僻 2 

∞} c 

(d) 

9)- 

H ，H ●CHH) 

＼ J 
f | 

o 棚 ： 厂肿 脚 Ⅲ 

Cb) 

即 柏 0 删 
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THE STRESSES AND DISPLACEMENTS 0F RING 

SHELLS UNDER HYDR0STATIC PRESSURE 

W u ShengIong X“ Lei Chen Shantin 

hB STRACT By means of previous solutions of the general axisymmetrte 

problems of ring shells， the stresses and displacements of ring sheHs under 

hydrostatic pressure are studied in this paper。 The results are given in the form 

of Fourier series。 Two examples are calculated。 

KEY W ORDS ring shell，hydrostati C pressure 
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