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无穷维线性规划的对偶问题 

邹 箭 波 

摘 要 拳文对定叉在局部 凸线性拓扑空间上的线性规划ja-l题，引几丁双函教 

的概念，从而斫完了原问题和对偶问题解的存在性，得 出原问题 与对偶问题的相互 

关 系。 

关键 蜀 线性 规划，肛 函敷，局部 凸缦性拓 扑空间 

0 引 言 

在文 1：中，给出了线性规划原问题 

(LP) 口=inff cx Ax≥口1 

并得出了其对偶问题为 

(DLP) 声=sUp(y’a：y A=c，y’≥0、 

讨论了在什么条件下 (LP)和 (DLP)解存在，并得出在设条件下有口=8． 

术文将考虑线性规划 

： jnffc j =扫} 

tTt：inf{cxlAx≥a，丑x：b】 

Ⅱ：inf{cx：Ax~a，x∈P} 

(1) 

(2) 

(3) 

讨论它们对偶问题 的形式以及解的存在性。其中c是从一局部 凸线性拓扑空间 x到 R的线性 

连续泛 函，A、丑是从x到R 的线性连续函数，t／、b∈R ，P为x中的正锥。 

在文[I]和[2]中对x：R n讨论了线性规划(1)、(2】和(3)，在这里，引入双函数的 

概念，就x是一局部凸线性拓扑空间进行一般性讨论。 

1 预 备 知 识 

定义 1 设x是一线性空间，Y是具有对偶Y 的局 凸线性拓扑空间 

F} X ×Y 七一oo， +。。] 
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嗵̈称只为双函数 (bifunetion)。 

定义 2 F的Lagrange函数 

L：X × ÷ 一。c， +。。] 

L(x，y’)=inf {F( ，y)十Y’Y z Y∈Y) 

x∈X，y’∈y·，其串y*y表示 在点Y的值。 

类似 于文 [1]定义 

原问题l n=infxF( ，O) 

对偶问 题{ 臼：supv．infxl (F(x， 

今 T={(y， )I I‘∈R，y：0∈Y) 

V： (y， )l ∈R，Y∈Y， ≥F(x，y)， 

定义 3 若 ≠垂，V在(O，r)的锥为K(，)={kt 

对某 >0)U (O，0)l 

或等价 的 

y)+Yty) 

对菜x∈X} 

(0， ，)+ k∈V， 

{I) 

K(r)={kl k= ( 一(O，r))对菜 ≥O和某u∈y' 

目f理 1 。 若口有限， 是凸集，则有口=口，对偶问题可解的充分必要条件(O，口)+elK(a 

一 #r． 

言f理 2 若rn int ≠ ，口有限， 是凸集，则(O，口)+elK(a) ． 

注I clK(a)为K(口)的闭包。 

引理 3：- 设c是从局部凸线性拓扑空间x到R的线性连续泛函，A是从x到R一的线件连 

续函数，口∈R 若 

口=inf{cx{̂ x≥0 

有限，则原问题和对偶问题均可解，且 

：min{cx~̂ x≥口}：max{y*a：y ̂ ：C，Y ≥0)= 

2 主 要 结 论 

定理 1 设c是从局部凸线性拓扑空间x到R的线性连续泛函，口是从x到 R 的线性连续 

函数 ，b∈R ．若 

口=inf{cx~Bx=b 

有限，则原问题和对偶问题均可解，且 

Ⅱ：min{cx~Bx：扫)=max{y*b y’B=c)=卢： 

证：因为Bx=扫{= 口 ≥扫， 一B ≥ 一扫， 

{=号(一：：)≥(一：)，记(一：)x=(一：：)，(一：)： ， 

令H x ，Hx：(一：)x=( 且B x)， 
显然H是线性的，并且H是连续的。事实上： 

B是x上的线性连续泛函，于是口 一口x ， 

设 为x中任意收敛于x 的网，即x —x ，由于 

BX6 一口 ，从而 
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一 a=(一 B)x =(
一  

B x a)+，(
一  

B x

，t 2=Hx 

= n cx： = )=inf c (一：)x≥(一：) 
= inf(cx,Hx>／d) 

1F是，由gj理 3知，原问题和对偶问题可解，而且 

=min{cx：Hx≥d)=max{T*dt丁 H=C，T ≥0)= 

其中丁 ∈R =R： ，令T·=(y ，y毒)， ，y誊∈R =R ，y，， 毒≥0。从而 ‘ H 

})(一：)，lli有 
， 1：i、 

’ ( ， ：)(一B J=( —y})B ． 

c }， ：)(一：)x=( }， })(一： )= Bx-y~ =c }一 ：， x 

所以(y ，y：)(一：)=(y 叫)B． 

又 ．d=(y，，y})(一 =(yt—y ， 
令 Y’：y 一y}则y ∈R ，于是 

=min{cx}Bx=bj=max(y bI y*B=c}=目． 口 

r面考虑混台问题 (2)。 

定理 2 设X是局部凸线性拓扑空间。C是从x到R的线性连续泛函，A和B分别是从x到 

R 和R 上的线性连续函数。a∈R ，b∈R ．若 

=inf{cxI Ax>~a，Bx：b) 

有限，则原问题和对偶问题均可解，而且 

， A 、 

口= in{CXl Axe>。， b)= ax{y．a+y．b}(y，，y ’(B J ，y，≥o)=口 

其中 ( A) X—R⋯ ． 
Ax

， r
Ⅱ

． 

因 e车一 ≥a，艮  -Bx~ -b, 一  
' Bx 
(

一  

， 
A

．  ， 
Ax ， 口 

记{
-

B

B ．) l—

B x j，(
一
：) d， 

令 H：x R⋯  
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显然H是线性连续函数 ，于是，由引理 3知，原问题和对涡问题均可解，且 

=min(cxl H ≥d max{T。dl T’／4=C，T ≥O}= 

其I{J r’∈尺 2 =R ，令 丁’=(y ，y：，y})，y l R =R” y：，Y R：=Rm 

y?，y：，y：≥0．从而 

削 )，x帆 

丁 H (y ， 

^ 

B I=(y ， 
一 B 

叉T*d-：(y ，y!，y：)f自I y? +(y!一y：)b 
一 自 

≯ y y：一y：，州y’‘ m，于是 

：min{c 舭≥a，8x=b ：max(y +y ：(y'，y )(：) c，yt≥。 ． [1 
最后，讨论问题 (3)。 

固为，在有限维Euclid空间[1]和[2]讨论 了 

口=inf(cx：Ax≥Ⅱ，x／0} 

其中c：R R，A：R R 

得出了原问题和对偶问题解的存在性以及它们 的相互关系 

类似地，我们在局部凸线性拓扑空间中；l进正锥，进行相应的讨论。 

定理 3 设c是从局部 凸线性拓扑空间x到R的线性连续泛函 ；A是从X到 R 的线性连续 

函数，P为x中的正锥，且存在 ∈P，使得AX一口∈intQ，0为R ’=R 中的正锥， 

口=inffc Ax≥口， ∈P) 

盲瞰，则时偶问题可解，口=目，且 

= inf{c A ≥口， ∈P}=maxfY 0：Y’A≤C，Y’≥0}= ． 

证t殴函数F似，Y)为 

F( ， y)： cx, a-A x~ y ∈P’ 

则口：inf F(x，0)，对偶问题卢=supy，infx~ F(x，y>+y’yJ=SUpy infxL(x， y。)， 冀 

中L( ， ’) i r(F江，y)+Y’y)为Lagrange函数，又 

= { ， 

A B B 、，  

一 A 8 

． ，』 ． 

)  )  

巾 

，  

一 ” 

Ⅱ 
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一  

一 — 一  一  

因Q：{ ： ≥0，Y∈Ro)，设Q 为Q的对偶锥，O ；{ ：y*y~O，VY∈Q，Y*∈Rn’=Rn)． 

着 ≥0，印 ∈Q ，当a—A ≤ ，x∈P时，Y一(0一Ax)∈口，从而有 

。( 一(Ⅱ一Ax))≥O y≥)，．<a～Ax)，vy≥a—Ax． 

若 ·÷O， ∈P时，则必存在y 的某分量小于 0，例如 Yi*<O，对暂时圈定的x，定义 

y=∑ (a—Ax) + ． ． 一。。 (̂．-r ) 
J● i 

菪 x P。VY ∈R ，均有 

F(x， Y)TY Y= ．}。。． 

由 面讨论 町知 

／c +y’(吐一A )，y ->10 x}P} 

L( ， )= {一：c ，y 丰0 x(PI 
L + ∞  

， VY ∈R ∈P， 

infxL(x~ inf~epL(x ，；{ "’ 
B— ttp ≥ oinf ：c + 。(a-A )]= “ ≥ 钾 ry 。+(c-y*A) 

若c—y*A<O，则存在 。∈P，使得(c— A)x。<0，又 ŷ >0， 。∈P，所 以，(c 

y．A)( )<0．敝c— ’A<O时 

inf E ： 0+(c— A)xj一 。。． 

嚣c—y*A~o时，则 

inf EPfy*a+(c— A)x =y*a+inf EP{(c—y A) 

由千 ：P，所以， =0∈P，而 c—y’̂ ≥O，故有 

inf EP{(c—Y’̂ ) }：(e一，一A)·O±0 

： in／ P{(c—y’̂ ’ ) Y 0 

十足 ，埘偶规 划 i ‘ 。 
· 目=sup]，。 口： Y A≤ c，Y >10 ． 

叉因为 

= “y， )： ≥c ，y≥a—Ax，对某 P) 

~IjA x一口}intQ，所 l丑，存在原点 0的一个邻域u，使得 Ax—d+u Q，即A 一。 Y}Q· 

VY∈Ul于是， ≥Ⅱ一Ax,VY∈U}取p≥c 从而， —c如 o， —c 一l≥一1，故只要 

满足1 一(c +1)I≤l，便有p≥c ，取 

W ：U×f ： I 一( tlJf<1)={( ， )： 一(c +1)I<l， uf 

有W LV，义‘0，c +1)tW，故(O，c t1) int ，而 

O  

一 

士 

，

A 

r  

lI 

A 

一 

Ⅱ  
击 

y  

：  

有 

一 

钏 于 
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T：{(0， )1 0∈R ， ∈R}cR +【 

于是，T1intV≠母，显然， 是凸集，由引理 2和引理 l知 对偶问题可解，口=骨， Ⅱ 

口=inf{c ：A ≥0， ∈P)：max-~y。al Y。A≤c，Y’≥0}：8． 

推论t条件同定理 3，并且设原问题 

口=inf{c ： Axe d， ∈P} 

町解，则对偶问题可解，Ⅱ：口，且 

口：min{c ：  ̂≥a， ∈P ：max{y Y’A≤c，Y。≥0 J 目 

致{喜}：衷心 感谢李泽民老师的热情帮助和指导。 
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A DUAL PROBLEM OF INFINITE,--DIMENSIONAL 

LINEAR PROGRAMMING 

Zou Jian．bo 

Depa rtmenr of Natu ral lsc ienc e) 

ABSTRACT In this paper，the concept of bifunction is introduced for the 

linear programming defined on the lOcally c~nvex topological linear space． The 

existence of the sOlUtions of the primal problem 4r啦 its dual problem is discussed． 

And the relation between the primal problem and its dual problem is given． 
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