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摘 要 几何非线性对高层钢框架的影响较 大。 本文比较 系．统地归纳了各种坐 

标系下 几何非线性 的分析 方法，并给 出了其相应的切线刚度矩 阵的显式，解释 了切 

线刚度阵的各项非线性性质的几何意义及其简易推导方法。利用建立的同时考虑材 

料非线性和几何非线性性质的杆单元切线和割线刚度矩阵编制 了电算程序，该程序 

能求解高层多 争钢框架的极限承载力。 

、毛臣建 名 术 ．、，永匿 
关键词 几何非线性，材料非线性，高层钢框架，极限承载力 

当前，随着高层钢框架的应用和发展，对框架的非线性分析 日显重要。非线性分析包括 

由材料性质引起的材料非线性和杆件的几何形状改变较大引起的几何非线性。钢框架的材料 

非线性分析模型通常包括将塑性考虑成集中在某一区域的塑性铰理论和考虑塑性区域分布和 

扩展的弹塑理论。而几何非线性的分析模型种类繁多，根据坐标系和形函数的选择不同导出 

的单元切线刚度阵表面上看上去似乎相差很大。目前常用的方法有 Euler法，全Lagrange 

法，修正的Lagrange法和Lag range—SR法，这些方法都是由坐标的选择不同而导致的， 

不同的方法显然对位移的估计存在偏差。框架杆单元的杆端转角和位移按其大小不同可分为 

以下四类： 

(1)小转角，小位移， (2)大转角，小位移； 

(3)小转角，大位移； (4)大转角，大位移。 

杆件之所以产生大转角主要是其线刚度较小所致，而大位移则和框架的整体抗侧移刚度 

有关，而框架的侧移刚度又与框架的层数，跨数以及节点连接的方法有关，高层，少跨和半 

刚性节点连接的侧向位移通常较大，几何非线性不容忽视。具体杆件属哪类大位移应视具体 

情况而定。第(1)类位移属一阶线性理论，本文将在以下的讨论中逐一给出(2)，(3)，(4)类 

位移的单元刚度阵。 

本文1991年12Yl 6日收到。 

·国家自然科学基金和博士点专项科研基金资助课题。 
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杆单元的刚度矩阵 

r 

— p —  。 

j 

图 1 运 动坐标 系中的杆件力，位移和 ZLt,T参数 

图 1绘出了只包含独立杆端 

力和位移 向量的Eule r运动坐标 

系 Y ．为节省篇幅本文以下只 

讨论杆端轴力是压力时的情况。 

杆单元的刚度矩阵与形函数的选 

择有关 ，本文在形函数的选择方 

面没有沿用有限元 中的侧向位移 

的三次多项式插值。考虑到钢框 

架的稳定性，四阶以上的项都没有忽略，则其满足边界条件的侧向位移的形凼数用 F式表达： 

：等[ 一 px]
．

+ 

P L 

s

． ． ．

i np ( I- 
一  + ] ㈩ 

其中 一√丢 
轴向位移用线性函数插恤： 

砉n (2) 
考虑了高次项后的轴向总应变为： 

e ：軎 + 一 (一磬) ㈩ 
杆件的应变能为 

=  d (4) 

杆单元的平衡方程和切线同4度阵可对应变能中的坐标变量求导得出 

㈣={ ) ，2，3 (5) 

[f] ，2，3 ， 2，3 (6) 

式中 S；为轩端力向量元素，<S) =<尸 M MB}，di为杆端位移向量元索， <d) =(“ 

日雪)．将式(1)，(2)，(3)，(4)代入(5)，(6)式中， 忽略高阶无穷小，可以求出其割线刚度 

和切缘刚帝矩阵的显式： 

O 

EI f 
-r—D1 

“  

EI | 驴
z 

O 

EI 
一 广  2 
上 

EI ． 
一 - z — D 1 

或 iS)=[ s]{d)一{S， 

I EA“b 

I I 

1 1 

一  O ／ 

o 

(5a) 

(5b) 

L o o 

． ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ● ●  ●  
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上式中 

娥  

其中 

=  

9 

=  

P(sinp—pcosp) 

— — 2 Cosp—。psinp 

～ — —

p
— ．

( 
． ．

s 
．

i n
， ． ．

p
． ． ． ．

- p
— —

) 

psinp 4-2 cosp—。2 

“6=b l(0A 4- 口) 4-b 2( 一fJ口) 

一  

8( ： 

AP D D ： A“ 

A 

A 

{AS)=l-t]{Aa) 

D l=E A(Cl 4- C20口) 

D 2=EA (C2 4-Cl B) 

C ： 一P。 2一 ( l 4- ：) ( 2—2) 

一— — _  一  

C ：P。 ：一 ( l 4- ：)。( ：一2) 

q一一一 ■ _ 一一～ 

(6a)式中i=孚为线刚发 

2 全Lagrange坐标系下的单元切向刚度矩阵 

1992焦 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(60) 

(66) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

图 2绘出了一个由 Euler运动坐标系 ’～ 。，全 Lagrange局部坐标系 ，～ ，和整 

体坐标系 ～ 组成的坐标参照图，其相应的杆端位移和力向量分别表示成{d)，{S)，(口)， 

(O)和 {uI)，{F)， 运动坐标系 。～ ’和全 Lagrange坐标系 ，～ ，之间的位移相关关 

系可用下式表达。 

位移增量的相关方程为 

q s-0 o q s— arc tg 
4- 

(16) L
— ql q 4 、 

e 。 arcfg 

t 、／／(q 一 I_ _= j—L 

{aa)=[ ]{AC 

矩阵[ ]为转换矩阼 一．1I ===’ 一如果定义r’=cns门。， =Sill门。刚 

(17) 

(18) 

(19) 

■ 

● 

参 l 

q■ l  

●：  

l  q- 

● l  ● ●● 

l  2  [=) D 

= 

． ／ 

口 

A A 
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[』4]= 

r C S 0 一C —S 

S C 

Lf L| 

S 

L， 

C 

L， 

S C 

Lf L| 

f 

／。 
It c ， 

· -【_-·_。_’·-。-——_·__̂H———‘__————————一 ——一———— 

图 2 各种坐标系下的位移向量 

杆端力向量的转换方程为 

(Q)=[B]{S) 

其中 [B]=EA] ，增量相关方程由求导法则给出 

{AQ)=[ ] {AS)+EAB]<S) 

= [ ] Et][ ]{Aq)+[AB] S} 

其中 EJB]是增量转换矩阵 

8 

ABiK=∑ Gi A口， 
i- 1 

3 3 6 6 8 

EAB](S)=∑A B~；SK=∑∑G A口jsK=∑(∑G S )A口 
K。1 K。1 j 1 j。1 KI1 

13 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

= Sl EG‘ ’](A口)+S 2EG( ’](A口)+S 3I-G(。 ](A口) (24) 

[Gl。)]=EG【3】] 寺 

一 2SC C 一S o 2 SC 一(C 一Sz) o 1 

2 CS o 一(C 一S ) 一2SC o j 

o o o o{ 

时称 一2SC cz 0 1． 
2Sc o { 

o 

，

＼  

●  

上 
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一 S2 s( 0 —SC 0 、、 

一 C’。 0 一 SC’ C。 0 ； 

。 

。

一  

。 ： 
对称 一C 0 

0 

将 (2 )式代入 (22)式可得全Lag rang e坐标系下的增量平衡方程 

A0)=([ 4] ]： ]+∑[G㈩ si)(Aq) 

5 整体坐标系下的Ⅲ度矩阵 

系 

1992正  

(26) 

(22a) 

欧拉法考虑了大转角， 人位移。 它与全Lagrang c坐标用一个 变的转换矩阵[C。]联 

I [Ct] [0] 

EC。]=1 (27) 
l[0] [Ct]j 

其 中 =COSa， sina 

{AF}=[C。] {A0) 

{Aq}=I-C。]{A叫) 

将(22a)代入(29)，(30)式町以得到欧拉法的增量平衡方程 

(28) 

(29> 

(30) 

3 

{ F)=(ET] [ ]ET-I +∑ [c。] [G ’][c。-l&){ ) (31) 
i。 1 

[ ]和[A-I的表达式一样，只要将[A-I中的转角 。换成 J臼就成为[ ] 

4 Lagrange—SR坐标系下的切线风lj度矩阵 

当 。≤10。时可以认为 口。≈0，此时属小位移，大转角情况。从运动坐标到整体坐标系 

力的转换矩阵为[B ]，从整体坐标到局部坐标的位移转换矩阵为[ ]，并有[ ] =[，j ]， 

则 1 O O 
一 1 O O 

o 一三 o (32) 

O  O  1  

{  ” m O 

m O 

— 

f ●● ●

、  

= 

1J  

C 
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{AQ)=[ ] {dsj=[． j [ ]： 4 ]{Aq 

在整体坐标系下的增量平衡方程为 

{AF)=[C。] [ 0 ] [ ] 4 ][C。] Aw 

5 修正的 Lagrange坐标系下的切线刚度矩阵 

1 

(33) 

(34) 

上 面用 Lag range—SR坐标 系建 的增量平衡方稚 适 F}i于仟端的相对侧移差与杆长的 

比值比较小的情况，当杆轴的技功较大时，可} 修jE的Lagfange坐标系求解。参照图 3， 

图 3 修正的 Lag range坐标系中的位移增量 

设扦件的初始状态在M。处， 

经过 i次变形增量后杆件运动 

到M‘状态，此时如给定一个 

荷载增量，则杆件 将 运 动 到 

M“ 状态。如果MH 状态下的 

杆端位移用运动 的 Lagrange 

坐标 (即相对于M‘状态写出) 

度 量，其位 移 向量 定 义 为 

{Aq) ={Aq1， △q 2， ⋯， 

口。)，设杆件由于外力 的 作 

用在 M 和M 状态下的应变 

分 别为 i￡和 “ ￡。则 “1￡：i￡ 

+ ￡， ￡代表M‘到Mi+ 的应 

变增量，这时杆件的应变能为 

u ： zE dV = ￡△￡+ (35) 

其切线刚度矩阵的元素按下式求得 

hiy- O~-U I+器  (36) 面 
(36)式中己， 和己厂。分刚代表 (35)~PNN--NNg2N，第三项由于与位移 q 无关，其 

偏导数为零。显然 (36)式中的第一项与 Lagrange—SR坐标下的切线刚度矩阵相同。其第 

二项应变能等于 

： = [ dz lu一 ( )。+ (＼a L~L) l (37) 

其中 。 l_一丢( ) + 捌  ) 
上式中 j代表 M 巾的杆端位移。由：j 和 △ 是△q，的 线 性函数，其二次偏导数对(37) 

式的第一项和第三项为零。由于 1＼ 其值较小，一d Ju 
三-

，

d 
， 则(37)式简化为 

Ir a=一 ( )。 j 一一 2 J o( ) d a 
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将(37a)代入(36)式整理后可得参照修正的 Lagrange坐标的切线刚度矩阵 [K ]为 

O 0 0 

1 O 

VK f][ 一 
， 

。 

， 对称 

O 

一 1 

O 

O 

1 

1992芷 

整体坐标系的切线单元刚度矩阵可由通常的坐标变换求得 

[ ]=[C] K ]VCq=VTq Vtq VTq+S l[C 0] [G¨)]vc 0] (39) 

将[C。]中的角度 换成 即为矩阵[C] 

比较(31)式和(39)式，(31)式要多二项，显然修正的Lagrange法不是严格的欧拉法。 
，现在我们来讨论欧拉法(31)式后三项的几何意义。众所周知，几何非线性问题中的增量 

平衡方程建立在变形后的几何位置上并且参照于变形前的位置写出。 参照 图 3， 杆件从M 

运动到 M 状态的过程中，杆件的增量平衡包括由于外力的增加引起的杆件变形和由于杆 

件的刚体运动使在 MH 状态下的杆端力向量产生了在 M‘状态下的 力 的增 量。前者可由 

[ 3qt3[ ]来表达，而后者的表达式可用以下方式导出，参照图 4杆的 端，在 M 状 

态下轴力和剪力分别为Jv和(MA+MB)／L~，且其相对于Mi状态下的投影式为： 

一r 
j — 

．土一 

图 4 

：  in +Ⅳ c。s 

= ⋯ s 一 

由于是在微小增量状态下建立的方程，COSP=1，sinv=( q z— q )／L，．另外在 M’状态 

下的轴力和剪力为Jv和(MA+MB-)／L~．U MH 状态相对于M’状态的轴力和剪力增量分别 

为 

一 Ⅳ ： 最 ≈ 

椰  。= 一一 一一N 5 

、，  
0 

6  

3  

／● 、 

J _ _ _  l {  

O  O  O  O  O  O  
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： 一l( 王 ) ，(Lf—L；)一lv 二 
L； Lf ‘’ ， 

：
(m A+M  ( 口 一 口 ) 

} 

同理对B端也可得到相同的结果，将忏AB的 端综合起来其增量lu『州下式表达： 

0 口1 

0 口2 

0 口3 

0 口4 

0 ’ 口5 

0 、 日6 

(40) 

或缩 成 

{M．4L+，M ] 百N[II ]){ 日) o0) 
如将杆件变形项[ ] [flEA ]和(400)式加起来并将其转换到整体坐标系可得其增量平衡方 

程 

)---[Ec~ [f] ][c]+[c] ( 州 Lf ])[C]](△叫) 
(41) 

由计算可知[c] [ ] =ET]T，[c] 古[I [c]：[c。] G【2)][c。]，[c] [Ⅱ [c] 
：[C。] [G‘。 ][C o]。故(41)式的结果和 Eule r法式(31)完全相同。 从而可以看出(41)武 

中的第二项和第三项分别表示当杆AB产生了杆端侧移差后杆端剪力所产生的附加剪力和由 

于仟长的缩短产生的附加轴力，第四项表示 由于杆端侧移 差轴力产生的附加剪力。 

6 小转角大位移时的增量平衡方程及杆单元的平衡方程 

以上的探讨可知由于杆长的缩短引起的附加轴力和扦端位移差引起的附加剪力具有同等 

大小的量级。而通常轴向位移是较小的，这时在 (41)式中忽略第二项的影响其增量方程变 

为 

{f＼F)=[C] ( 九f][ ]一 [Ⅱ ])[c](△叫) (42) 

当杆件的弯曲线刚度比其抗侧移刚度大得多时，可用小转角大位移的增量平衡方程来描述杆 

件的工作性能，这时可认为 OA≈ 0． (42)式巾相当于元素D-和 D z在[f]中为零。 

则小转角火f迁移的增量 衡方程为 ． 

△F)=[C] [K][C](△ ) ‘43) 

0  1  0  0  l  

一 

0  0  0  0  

0  0  0  

0  

擀 

X  

0 ． 

0  

前 

口 一 M～ 

+ 一 

一 
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f 0 0 一譬 0 0 
L 一 L一 L 0 一 丛

L + 

杆单元的平衡方程： 

7 材料非线性 

蚶称 

f l 0 

E ，4 

一  鱼 上 ： 

0 

2f( l+ 2) P 
— —  ～ 一  

{F)=ET3 Ek ]ET3{叫)一ET3 {S．) 

0 

i( l+ 2) 
一 一  一  

i l 

(44) 

本文只讨论塑性集中在某一区域的塑性铰法。对于常用的工字形截面，塑性铰承载力由 

下式表达 

M Pc=M P ≤0．15 (45) 
r ， 

M 1．18(1一． )MP ->0．15 (46) 
杆件的弹塑性切线刚度矩阵可对弹性矩阵进行自由度释放求得，Euler法的弹塑性增量 

平衡方程由下式给出 

{AF)=EC3 [K。 ]EC3{Aw)+EC3 {△F ) (47) 

其弹塑性切线刚度阵EK。 ]和伪拟力 EAFp3为。 

杆 端塑性，B端弹性 · 

：K。 ]= 

等+ 。 --O1’1 
tll 3 尸 

-L； Lf 

时称 

M +̂M B 

； 

0 

0 ll 

一 孚 一 甓 ai 2． ， ； 

一 旦 + 旦 
； ， ， 

0 0 

孚 + 一_0l 百 十一 — ul 

0 
一  ． 一  

l羔_ 

； ， ， 

(48) 

● 

年 +、 、 2 

I  

一 

一 
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= c 鲁 卜 一‘≯ L 
汗 端弹性，B端塑性 

[K p]= 

021 + 曼 022 

L， L 

a 2 3 尸 

； L， 

对称 

a 2 3 

L， 

a 2 3 

19 

、} (49) 
1 J 

- 一 一  。 

一

弩一 一号+ 。 L， L； L； 。L， 

{AF =龇c{鲁 
杆 端塑性，B端塑性 

EK。p]= 

： 

一 旦 
L， ． 

等+ 

一

卺1一 1 ) I Lf J 

孚 。 。一(孚一U一3。)一 丁一“。 ——— ——一 一 丁一 ，／一 
尸 

Li 

对称 

。 一 

0 0 

T

EA
一 一 a 3 1 

L 一 

(AF =△M c{032 
式(48)一(53)中的一些参数值为 

=  一 芸 
a D 2 D

9

,~

。

2 

=  ( 一 

M ^+M B 

L； 

尸 

L， 

O 

M 斗̂ M B 

三 

P 

Li 

2 _ “
。 一  

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 』 
o j 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

￡ 

一 

2 2 J 
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=  一案 

022：J[) 一掣  一 
a 2 3 a 1 3 

= 旦 
i 

。+ 

一
D l+J[)2 ． 

“。 一了 一 j— 

M ，M 和尸的值由式(5a)决定，AM C是塑性铰抵抗矩随轴力变化的增量。 

求解方法：在塑性铰出现前本文用修正的牛顿法求解，塑性f“现后用增量法结合牛顿法 

求解直到框架的总刚矩阵的行列式的值很小或成为负值，或前后二次迭代求解的位移值变得 

十分混乱为止，这时的外荷载总和定义为框架的极限承载力。 

算例 1 图 5给出了一个四层钢框架，其一阶极限承载力P =214kN，破坏时的顶层节点水 

平最大侧移 A=38cm．对于S=0．5的一组荷载， 其二阶极限承载力P。=202kN，破坏时的 

最大水平侧移值 A=22．7cm．对于S=3的一组荷载，柱中的轴力增大了几倍，其一阶承载力 

没有改变。而二阶极限承载力P。：152kN， 破坏时的最大水平侧移 A：=7．2cm．每组荷载下 

的工作性能见图 6和图7． 

pz~／2十 ／2．-1 

图 5 

粱 ’ 16×40 

底层柱 12×79 

其它各层柱 10×60 

工 =3．66m Lf=9．15m 

E=2．01×105kN／ram2 

F =236kN／mmz 

图6 四层框架的荷载一 顶层节点侧移曲线 

二阶 

广]  

广— 卜
—

叫 ’ 

r= 0．24 
s= 3 

图7 塑性铰的位置和形成顺序 

算例 2 图 8是一个十五层的钢框架。对于S：0．5和S=3的两组荷载，一阶分析的极限荷 

栽值P =159kN，水平最大侧移值 =275cm．对于S 0．5时的一组荷载，二阶分析极限荷 

载值P =125kN，最大水平侧移值 =119cm．当S=3时，P =74．76kN，最大水平侧移值 
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st，， ：： ?， 2 

一 — L -j 
／-， 项联衙散 - 

印 I p j 

r， 耳它备屡荷曩 

●  

。  

卜．— —-’{ 
3．05m 3．0Sin 

网 8 

数 柱 梁 

1 W 14×136 W 18×96 

W 14 x 1 27 W l6×96 

i 3 W 14 x 111 W 16 x 88 

4 W 14×111 14×84 

， 

14 x 111 W 14 x 78 

6 14 x 7'4 W 14 x 74 
— —  f  

7 W 14×61 W 14 x 61 
—  — —  

8 14 x 84 14 x 61 

9 12 x 58 12 x 53 

10 W 12 x 50 W 12 x 45 

11 W 12 x 40 W 12 x 36 

12 W 10 x 39 W 12 x 36 
⋯  

13 W 10 x 39 W 12 x 28 

14 W 8 X 28 W 10×26 

15 W  8 ×17 8 X 21 

=2．01 x 105kN／mmz 
、

，=248kN／mill。 

A ==I；8c rn
． 每 组荷载下的荷载侧移曲线和塑性铰形成过程见图 9和图l0。 

图 9 十五层框架的荷载一 顶层节点侧移曲线 

量hN．’ 
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图10 性坟的侄．置和形成顺，亍 

1992芷  

本文归纳了各种坐标系下的增量平衡方程。并利用建立的弹塑性切线刚度矩阵编甫ll了计 

算机程序，该程序能计算多层钢框架和高层钢框架的极限承载力。 
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