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摘 要 自A~．1980JFGraham和Sl~ane提 出调和图的概念以来，关于调和图的研究文 

章越来越多。本文构造 了一"t-l~类 一 团薜固 (|，￡)，证明了，当n= 2拼+ 1时
，对任 t，l≥ 1， 

E≥ 1，团筛固 8(2m+ 1，￡)都是调和图。 ． 
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1 调和图的定义 

设 0是一个简单图， (G)和 (0)分别是G的顶点集和边集。又设 是̂ ( )到集 Ne： 

{0，1，2'．．’，e IK(a)I一1)的一个人射．。 表示G中以顶点。和 p为其两个蛸点的边．由  ̂

导出 G中边的一个标号 ’̂，使 

‘̂( p)= (̂_)+ (̂ ) ( e) 

在 0中，标号 说̂成是“调和的”，如果  ̂是 F(G)到 r̂e一 {0}的一个 1— 1映射
。这时，G亦 

称为是一个“调和图”。 

2 团筛图 ( ，￡)的定义 

￡个 *圈腰次从内到外套装起来，然后再在中心添加上一个顶点 ，最后从中心顶点开始 

逐次加上一些边将对应顶点顺次连接起来构成的图(如图 l中所示)叫做一个“团筛图(s 

rⅡ ) ，并记其为 (n，￡)。 

3 团筛图 ~(2ra-t-1， )的调和性 

当 *= 2m+ 1．m≥ l，￡≥ l时，团筛周 8(2m+ l，￡)有下面的结果
。 

定理 团筛图 s(2m+ l，E)是调和的。 

证明 在 (2 r，‘+l，￡)的顶点集 (G)上规定一个标号 ，̂使 

(̂ o)： 0 

· 本文1992年9月5日收刊 
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(̂ ．2．_1)一 i+ 2t(j— 1) 

i— l，2，⋯ ，f{』一 1，2，⋯ ，m + 1 

(̂"．_刘)= i+ 2t(m+ 』) 

i— l，2，⋯ ，￡{j— l，2，．．．，m 

国 l 

可以证明，̂是0上的一个调和标号。首先．显然 是̂ (0)到 {O，l，2，⋯1日『一1)~--4-单射， 

0中的边数为 e一 2t(2ta+ 1)，对导出标号 ‘̂有 ： 

(1)  ̂(”。 ．≈一1)一 (̂ 。)+ h(v1
．≈一I) 

一 2t(j— 1)+ l 

= l，2，⋯ ，珥 + l 

即其所涉及的边的标号顺次取 l 

2f+ l 

2 ·2e+ l 

2·3f+ 1 

2 · + l 

2(m — l + l 

2mr+ l 

(2)  ̂( 。 1．≈)一 (̂ 。)+ (̂ 2 ) 

一 2t(ta+ J)+ l 

j= l，2，⋯ ，m 

即其所涉及的边的标号在次取 

2(m 十 1) + l 

2(m + 2) 一 I 
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2(2m 一 1) + 1 

2·2州 + I 

(3)  ̂( ．t卜I ．+1．≈一I)一 (̂ ，t卜I)+ (̂ +I，!卜1) 

= T-2(j一 1)t+ ]+ [21j一 1]f+ “+ 1)3 

= 2·2(J一 1)￡+ 2i+ 1 

i= 1，2，⋯ ，t一 1 

J— l，2，⋯ ，m + 1 

即其所涉及的边的标号当 j= 1时顺次取 

3，5，⋯ ，2t一 1 

当 J= 2时顺次取 

2·2t+ 3，2·2￡+ 5，⋯ ，2·3t— l 

当 j= m是顺次取 

2(2m 一 2) + 3，2(2m 一 2)t+ 5，⋯ ，2(2m 一 1 — l 

当 j=m+ 1时顺次取 

2·2mr+ 3，2·2mr+ 5，⋯ ，2(2m + 1) — 1 

(d) ’̂( ． +1． )一 (̂ ． )+ (̂ ．+I， ) 

= [2(珥+ j)t+ i]+ [2(m+ j)t+ (t+ 1)] 

；2·2(m+ j)t+ 2i+ 1 

= 1，2’．．·f— l 

j= 1，2，⋯ ，m 

而当取模 e= 2(2m+ 1)t之后有 

。̂( mJOt+i． )= 2(2j— 1)￡+ 2 + 1 

i— l，2，⋯ ，￡一 1 

J= l，2，⋯ ，m 

即其所涉及的边的标号当 j一 1时顺次取 

2 + 3，2t+ 5，⋯ ，2·2t— l 

当 j= 2时顺次取 

2·3 + 3，2·3f+ 5，⋯ ，2·4t一 1 

当』一m时顺次取 

2(2m 一 1) + 3．2(2m 一 1) + 5．．．·，2·2mr— l 

于是由(1)到 (4)可知 ，不同圈上连边的标号在模 e一 2(2m+ 1) 之下取尽了从l到 2(2m+ 

1)￡～ l之问的一切奇数。 

下面，对同圄上各连边的标号分两种情况来进行证明。 

当 m一 2r 
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(5) h‘( 。
． 一 l ．．≈)= (̂ 。．：r1)+ (̂ ．：，) 

= I-2u ～ 1)‘+ 妇+ [2(m+ j)t+ ‘] 
一 2(m + 2j一 1)t+ 2i 

— l，2，⋯ 。‘ 

一 {m+l，{m+2，⋯，m 
而当取模 e一2(2m+ 1) 之后有 

’̂( 一+ 一l I．一+ )一 (̂ 。． -一I)+ (̂ 
．．伸 ) 

一 2 ·2 — 1)f+ 2 

==1，2，⋯ 

s= l，2，．．-，妄m 

取其所涉及的边的标号当s— l时顺次取 

2．4，⋯ ，2f 

当 s= 2时顺次取 

2·2t+ 2，2·2‘+ 4，⋯ ，2·3 一 

当s=去m时顺次取 

2(m 一 2 + 2，2 ～ 2 + 4，⋯ ，2(m — 1) 

(6) ’̂( 
．  +1)一 (̂ ．． )+ (̂ 棚+1) 

一 I'2U +fa)t+ 妇+ [2 + 妇 

=2(m+ 2』 + 2i 

— l，2，⋯ ， 

一 号m+1，i1m+2'．．·，们 
而当取模 e一 2(2m+ 1) 之后有 

 ̂( ．．+h 仙 +1)一 (̂巩．。 )+ hO,‘．．+。+1) 

= 2(2a+ 1) + 2 

= l。2．．_·．f 

8= l，2，⋯ ， 1
m  

即其所涉及的边的标号当 。= 1时顺次取 

2 + 2，2t+ 4，⋯ ，2·2 

当 s= 2时顺次取 

2·3 + 2．2·3t+ 4，⋯ 。2·“ 

当 = 12m时顺次取 

2(m 一 』 + 2．2(m — 1) + 4，⋯ ．2m 
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(7) ’̂("．． +l ．’I)一 (̂ ．．z一+1)+ ^( ．1) 

= E2,n+ i]+ 
= 2mr—I·2i 

i— l，2，⋯ ，￡ 

即其所涉及的边的标号顺次取 

2 + 2，2mr+ d，⋯ ，2(m + 1)￡ 

(8) ‘̂(” 一l ． )一 (̂ ．Zj-z)十 (̂ ． ) 

一 2(m+ 2j一 1)￡+ 2i 

一 1，2，⋯ ， 

1 

J— l，2，⋯ ，÷m 

即其涉及的边的标号当 』= l时顺次取 

2(，月+ 1)￡+ 2，2(m + 1) + 4，⋯ ，2(m + 2)t 

当J一 2时顺次取 

2(m + 3)￡十 2，2(m + 3)‘+ 4，⋯ ，2(m + 4)￡ 
1 

当 』一 m时顺次取 
‘  

2(2m — l + 2，2(2m 一 1)￡十 4’．．·，2·2mr 

(9) ‘̂("．． 1J+1)=j( ．”)+ (̂ ．．zi+1) 

=2(m— 2J)t—L 21 

一 1，2，⋯ ， 

1 
— l，2，⋯，÷m 

‘  

即其所涉及的边当J= l时顺次取 

2(m + 2)‘+ 2，2(m + 2) + 4，⋯ ，2(，月+ 3)￡ 

当 』一 2时顺次取 

2(m + 4)￡+ 2，2(m+ d)￡+ d，⋯ ，2(m + 5)￡ 

1 

当j一÷m时顺次取 
●  

2·2 + 2，2·2 + d'．．·．2(2m+ J) 

从(5)刘(9)可知，所涉及的边的标号占据了从 2到e一 2(2m十 1)￡之问的一切偶数。于是 

知，当m一2r时 ， (2m+ l，￡)中的边的标号占据了从 l到 e一 2(2m十 J) 之间的一切整数 ， 

因而知此时，8(2Ⅲ+ 1，￡)是调和的。 

但当 m一 2T+ 1时 

此时，类似(--)推导，知 8(2m+ 1． )是调和的。 

定理证毕。 

例： 下面图 2中所示是 仍一 2， 一 3时8(2m+ 1．￡)一 (5，3)的调和标号及当 仍一 

3，￡一 2时 s(2r月+ l，c)一 (7．2)的调和际号的示意图。 
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s(5，3) 

4 猜 想 

国 2 

猜想：当 m≥ 2,t≥ 1时 ，圃筛圈 疗(2m， )是调和的。 

s(7．2) 
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THE SIEVE GRAPH S(2m+ l，t)IS HARMONIOUS 
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ABSTRACT
．,

Since Graham R．L．and SIoan N．J．A．ad'~anced the concept of the harmonious 

graph in 1980·Many such rchfng papers are publishe d．This paper constructs a cla of ttle 

graph—sieve graphS(n，t)，and provesthatthe sieve graph S(2m+ l，t)isharmoni swhen n一 2m 

+ 1． 
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