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广义传递矩阵和边界元组合法． 

3 稠 口秭  

摘 要 本文将传递矩阵与边界法相结果，提 出适合求解二维复杂彤状且分区 

同性结构静力问题的广义传递矩阵和边界元组合法，并用理论和算例税明本文 

法既可减少所需内存提 高计算精度又不致扩大矩阵阶数，从而加快运算速度。 

茎薰 方兰 等 ’传递矩阵f 名造 阵 ，纽 悃粉 咖u ‘ 一 I’ 皇 
斌 

在边界元法发展中，人们提出了求分 

区同性结构静力问题的边界元子区域技术(BE— 

MS)[1]。但随着区域分多 ，离散后的边界积分方 

程阶效扩大，从而需要较多内存，耗 费更多机 

时，对徽机应用不利 。为克服子区域技术这种缺 

点，文 献E2]提 出传递矩 阵和边界 元组 合法 

(BETM)．其方法简述如下 ： 

E 二丑三] 

[ 
设分区均匀同性的板可分为 ( — l，2， 囤 l 

⋯，s)个具有不同弹性常数的子域如图 l所示。对每个子域可列出相应的离散后边界积分 

方程： [Ⅳ]j{Ⅱ}。一 [G]．{口}。 ( = 1．2，⋯，s) (1) 

其中，{”}-及{口}-分别为区域 D．之边界位移和面力矢量 ．[明 。及[G]．分别为由弹性常数计 

算的系数矩阵。将(1)式两边前乘[G 得 ： 

[G [Ⅳ]l{“}t一 {q}t 或 [ ]。{“}。一 {口)。 (2) 

将(2)式写成分块矩阵为： 

] f ] ] 

! Ⅱ K l }一 q } (3) 
L L 帅jt 【 J。 【 j 

其中．{ h．{ h及{矿h，{ ．分别为左右内边界的位移和面 力矢量 ；{ }。，{q }。分别为 

外边界位移和面力矢量。从(3)式中消去{ }。后有 ： 

[ LL： ：： K K =： K：二 K：： K ：：]J。{ )。+{ K：：： ：：)。c n L L— 5 。  ̂一 I" Jj 【 F JI 
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重新整理后为： 

㈦ ： 虬 ] 【q J． LK2I K22J‘ (舶) 

{ )。=[： ： ]。{ }．+{ }． cs 
其中 Tll一一 五 KlI Tl2一 Ij 

ll— K22K5 K【l— K21 ％ 一 一 K2~Ki-t 

T，l一 一 K5 gl z 一 K22KF2‘q【一 gt 

又 右边界与 +-区左边界之位移和面力矢量应满足： 

{ }。一 { }t+- {一 }t： { }·+t (6) 

将(6)式代入(5)式并增加一增广方程整理后有 ： 

f 1 l】 Tl： -] f 1 

『．+。一 。m 
或 { }⋯ 一 [ ]． { }。 (8) 

l- l： ，l_ 

其中，{z }。一 { ， ，l}r和[ ]|一 l 。 z ，z1分别为状态矢量和区域传递矩阵。 

l o o l J。 
将(8)式下标变为 一 1就有 ： {Z }．=[ l一。{z }一 (9) 

推面广之得： {Z‘)．= [ ] [ ] ⋯[ ]：[ ]-{Z )。 (10) 

对 D．区右边界同样有 ： 

{Z }．一 { ，一 ．1} 一 [ ]．[ ]．_1．．·[ ]：[ ]-{ }-： [Ⅳ]．{z工}- (11) 

其中， ]。为结构的整体传递矩阵 。将(儿)式中的下标变为k如果已知Dt区之边界状态矢 

量即可由该式求出任一区域 Dl边界状态矢量 ，进而求出区域内任意点之位移和应力。 

由(11)式可知．结构 整体之传递矩阵[ ]之阶数等于状 态矢量阶数．这远 比文献 

["1]BEMS中的系数矩阵阶数少。这亦正是传递矩阵 —— 边界元组合法节省内存提高运算 

速度之实质。 

另由(5)式可见．欲使 K5‘存在其必为满铁方阵．这就要求 区左右边界长度或单元 

数相等因而限制了BETM方法对图2所示形状结构的应用。所以．文献[23之BETM方法是 

有局限的。为此．本文提出一种适台求二维复杂形状分区同性结构的广义传递矩阵 —— 

边界元组合法(BEETM)． 

1 广义传递矩阵 

1．1 区域广义传递矩阵 

设如图 2 所示结构之 D 区左边界有 1个单元，右边界有 m个单元；D +-区右边界有 

个单元且 ≥ m≥ ．将{q )．的 个元素依1灾编号则有 ； 

{旷1．一 {时， ．⋯．qL ．目L_⋯ ．⋯ ，叮L ．驴}： 
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令： { ) 一 {qf，稚，⋯， L一 } ．f时1-二 { + ，⋯，gL ， ) 

f目 1 于是 {
q ) 一 { ) 

l J} 

其中，{砖) 和 {时} 分别称为 D 区左边界面力的约束矢量和 自由矢量，其阶数分别为 

和 ”阶 同样 ： 

· ， 一  

其中 { }一 {q ，靠．⋯，叮：一 和{ ) 

分别称为 D 区右边界面力的约束矢量和 自由 

(13)式代入(4)式重新分块后得： 

1 

C帆 

●n × ￡ 

· ，《⋯ 目 一 { 

一 { 一|+：， 一。十2．⋯ 

矢量 ．阶数分别为 m 

露 

( — m ) × m 

D 

t“ × m 

(tn一 ) X 坍 

× m 

O 

叮 ， 

1 × l 

口 

f — ) × l 

}： (k3) 

(1 4) 

上式中只有 D是方阵阶数为m×m．再将其作一系列代数运算，并注意到 区右边界同时 

又是 D。+ 区左边界应满足 

及 

于是 (̈ )式变成 

将(17)式分写成 下二式 

及 

[一Bt )-~ 

{ } 一 { ) + 

{一 q ) 一 {q ) + 

A— BD C g̈ 一 BD l，] 

FD C一 口 D l，一 口＆1 

．ID 一 ， ，D — q 

一 D C D 

0 l l 

tD～ C 一 1 

一  

0 

ir 1c 

一 曰 

Ev]+叫作 D 区之广义传递短阵是长方阵．[【 + 

(17) 

囊 

、 ， 

一 和 ) 2 

将 

阶 

f I  及 

月 订 一 

．．． ．．● ．．． ．．．． ．．．。 ●． ， Ⅲ 1  

_ ． ． 

! ● ● ● ● ●  

1  

× 

)  
m 

一 

“ 

× 
帕 

" × 
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， × O  

㈨ 

，  

一 

。  
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f  

8  

【  
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数相等，则 l为方阵， ]．不存在。 

l- 结构的传递矩阵 

将(18)式之下标换作 一 I则有： 

{ }一[盯]·一 { } Ll J
。 

L】J⋯ (20) 

麒 -[[J]t[ +。辫 【
I j．+l 【l J 

¨ 一 料 

{举 + 一c lc ．一。⋯⋯c c {寻} 一c 1{孝}， c z { l+ 一[口l[ ]·一‘⋯⋯[ ]：[口] 1 f 一[ 1{ f， (21) 

{ 等 )二 )=c ]．c l一 ⋯⋯ u z[盯]，{警}一c露]．{车} z2， 
如果结构有 个区域用 代替(21)式中的 考虑到(15)及(16)式则有： 

{一 。 ，1)一 [ ]． {q}， ，1) (23) 

其中’[ ]，一 ]， ]一 ⋯⋯ ]，称为结构传递矩陋 ．(23)式称为结构传递方程。 

再将(22)式用于各区域并考虑到(16)式可得 个式 子： 

料 抖· 
⋯  料” 川， 

上式称为结构的约束方程。由(23)及(21)式如果已知{Z‘} 一 { ． ，1) 即可求各区域左 

-  非链式结构的传递矩阵 

上 节所述方法除可求解链式结掏外．亦可求图 2 所示非链式结掏的静力问题。事实 

上，只要将图 2 所示结构分成内外边界相连的不同区域，利用(2)式有： 
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K u 
一  

考虑到内外边界元毅不等，把 D．区外边界单元数多于内边界单元数的那一部分面力矢量 

定义为 自由矢量，剩下的定义为约束矢量即令： 

{ )一 { ， } 及 { )； { ． l (26) 

将(25)式重额分块得： 

一 纠 【 J
。 
l， j． 

又由 区内边界与 D．+ 区外边界之协调条件，与上节一样可得到相应的广义传递矩阵及 

约束矩阵，即在(18)式的[明 和(19)式的 l中划掉相应的行和列有： 

[～ JD l 

[ C l } ㈣ ＼{ ) +i J L～ D 一 J· I - ＼ j 
推而广之即可得结构之广义传递矩阵、传递方程及约束方程。方法与上节相同故不赘述。 

3 算 例 

田 2 

例 l 计算图3所示受均布载荷作用的悬臂梁的自由端中 C的位移。其结构见表 l 

和表 2． 

由表 l可见随分医数增多计算精度有所提高目本 文提出的 BEETM 法和其它方法结 

果相符。幢由表 2可见随分区数增多．BEETM法的机时较其它方法明显减少。故在为提高 

计算精度而增加分区数即单元数时，用 BEETM法较其它边界元方法好。 
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表 l 位移比较 

图 3 

1 2 3 4 

BEM 0．21 06 0．2953 O．3dl8 O．3●69 

BE惦  0．21 06 0．2645 O．3297 0．3334 

BEE 0．21 06 0．2645 O．3297 0．336 

表 2 机时比较 

分 区救的机时 方 法 

I 2 3 4 

B 0．18 O．2● 0．42 0．67 

BEMS 0．18 O．25 0．41 O．58 

BEET~f 0．25 O．26 0．31 0．34 
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ABSTRA A cornbination of extended transfer matrix and boundary element method is 

prop∞ed for solving two dimcntional statics problem s of complicated nonhomogeneous~ructure- 

It is exp~ined with the theory and the example．The method carl get greater numerical accuray 

and shorten computation time in small amount of computer storage without getting involved with 

large m atrices． 
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