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关于微分方程x‘--qg(y)--F(x，y) 

y‘--h(y)一g(x)极限环的存在性。 

张 谋 

(基础科学系) 

摘 要 用环域定理，给出如下一般形式微分方程 

fz一 ( )—— (z， ) 

l 一 ( )—— (z) 

的极限环存在的一些充分条件，其结果可以导出文[1]的定理3． 
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中图法分类号 O175 

l 准备工作 

本文设方程(1)中的函数均连续，并保证初值问题的解存在唯一，同时设方程(1)有唯 

； { 
一 的奇点o(0，o)， (z， )一I g(x)dx-4-I q~(y)dy． J

O 
J 
0 

引理 设方程(1)中的函数满足： 

1) (1)> 0 (z≠ 0)， limg(z)一 o。； 
● t—+ ∞  

2) 抑(，)> 0 ( ≠ 0)， lim ( )一 o。； 
，—。∞  

3)存在 > 0．0<Kl( )一lnf{ (z， )) 0>K2( )= sup{ (z， ))，K3( )= 

Max{I F(z， )I)使得 lira IK3(Y)／gKY)I<l； 
1．I 一 ，一 4-∞ 

(0， )一 0 一 o。< <+ o。； 

4) 存在Ⅳ>0，当 ≥N时 ( )<0，当 ≤一N时 ( )>0，则在正 轴上必存在 

点P．使过点P的方程(1)的正半轨】， ，在进入右半平面后，或者趋向于原点，或者与负 轴相 

交；同时在负 轴上也同样存在点Q，使过点Q的方程(1)的正半轨 ，在进入左半平面后，或 

者趋向于原点，或者再与正 轴相交。 

证明 记 I ( )I—H，由条件1)知存在D->0，使 >D．时 Ig(z)I>H-4-1． 

由条件2)、3)知存在Dz>0．当 >Dz时I ( )I> IKs( )I+l，若 >，)：同时 ≤ 

则有 I ( )I> I (z， )I+1． 
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取B—max{Dl，吖}，A—max(D2，Ⅳ}．在正 轴上取一点P(0，Y，)，Y，> ，过P作方程(1) 

之正半轨y ，因在正 轴上 一 ( )一F(0， )一 ( )>0且在区域{(z， )1 0≤ ≤M，Y 

> }中， 一 (̂ )一 (z)<0， 一 ( )一F(z， )>1，因此 必与z—M交于一点 ( ， 

)，Y，>Y。> (当Y，充分大时就能保证Y，> )· 

在角形区域{(z， )Iz≥M， ≥Ⅳ)及{(z， )Iz≥M，Y≤一Ⅳ)中，因 I(1) ( ) ( ) 

一
g( )F(z， )≤ ( )矗( )一g(z) 。( )<0，故进入其中的轨线不可能在这两个角形区域中 

趋向于无穷远处。 
在半带形区域{(z， )Iz≥M，I I≤Ⅳ)中．因 一 (̂ )一 (z)<一1，所以保持在此区 

域中的轨线经有限时间后必与Y一一Ⅳ相交，不可能在此区域中趋向于无穷远处。 

在区域{(z， )1 0≤z≤M， ≤一Ⅳ)中，因 一 ( )一 (z， )<一1，故在此区域内的 

轨线也不可能趋向于无穷远处。 

由以上的讨论知，从P点进入右半平面的正半轨线 既不能趋向于无穷远处，又不能 

向左穿过正 轴，因此当￡增加时， 或者走向唯一的奇点o(0，0)，或者从右向左穿过负 轴 

而进入左半平面。 

同理可证引理的另一部分结论。 

2 主要结果 

定理 设方程(1)满足： 

1)z (z)> 0 (z≠ 0)，limg(z)==OO； 
-’● ∞  

2)ycp(y)> 0 ( ≠ 0)，lim~p(y)一 o。； 
r-．co 

3)存在d>0使当0<z。+Y <6。时zF(z， )<0，当0<I I<6时yh(y)>0，F(O， 

)= 0，一 O0< <+ O0； 

4)存在 >0，O<tl( )一
，

i
≥
n f(F(z， ))，0>％2(j，)一 

≤

su
—

p ( (z， )}，虹( )一M a x{ ( ， 

)}'~  li
±m l k3( )／ ( )I<1且J。 l( )曲一J一 2‘y)d +oo； 

5)存在N>0，当Y≥N时 (̂ )<0，当Y≤一Ⅳ时 (̂ )>0，则方程(1)必有极限环。 

证明 设 >0但充分小使曲线 (z， )： 在域 

zz+ z< z之中，由条件1)2)3)知 I(1)一 ( )̂( )一 

g(z) (z， )≥0，当z +Y。<6 时，因此 (z， )： 可作 

为环域的内境界线。 ’ 

下面构造环域的外境界线，仍采用引理的记号。由 

于唯一的奇点o(0，0)是不稳定的奇点，由引理知)， 必 

经右半平面与负Y轴交于一点T(O，弦)，在负 轴上取一 

点Q(O， )，Yo<Y ，YQ<一 ，方程(1)的正半轨线)， 必 

经左半平面再与正Y轴交于一点E，如图。 

J ， 

J 多 —’ ～ 

】 

— 、
． 

A 

，，．＼ 、| 

f N ／ K ／ 
— B 一M 0 M 

} 一̂， 

f̂＼ I ，衫以 ， 一 
D ——、J 

若 ≤ ，则取P§ U雨U Q 曰U 作为环域的外境界线。否则把) 从E点再往前 

延拓，必经右半平面后再与负 轴交于一点R(O， )，可以证明Y >如当’]YoI充分大时，因此 
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可取qgR U RO作为环域的外境界线。 

下面证明总可以有Y一>Y。． 

因为a ／匆一 ( )<0，当Y≤一Ⅳ时，故要证Y一>Y。只须证明 < ．设 在E之 

后与z—M交于t厂点，与Y—N交于K点，此后与z—B的第一个交点为L，在R之前与Y一一 

的最后一个交点为 ． 

设 笔· cz ·==G， 笔· c ·== ，， cz =={， 0 ； ：： ，d ==[ c 矗c I—I≤日 I，I≤ lf(z) f(z) ：≥O时 
一 g(z)F(z， )]d￡一 垒 二 兰 兰! 2 

( )一 F(z， ) 

在Ⅳ>0和e>0，当 IYI≥Ⅳ时 

d 一 __ u—y
，由条件4)知存 一 JI( )

一  (z) ’凼 n 什 

I七s( )／ ( )I<l—e 即有 l一七3( )／ ( )I≥ IK3( )／ ( )I>。 

(为了简洁起见取此处的Ⅳ与条件5。中的Ⅳ相同)所以 

一

九一 0- 翌 垒 二 兰 兰! 2 ( )一F(z， ) 

≤ dz≤ 

dz≤ dz 

： F 出 J 0 l—I(z， )／ ( )I～ 

≤ dz≤删  ／e J o l
— I七3( ) ( )I 叭 

一

扎 出+ 胁B州z+ J‘L J●L J J●L 

≤ r B r A J
一 。I (z)Idz+J一 一I ( )Idy≤2( +GB) 

扎 ，一 ⅣL 
r 

≤≤I I ( )Jl( )Idy≤≤2cpHN 
J — 

一  一  

≤一 

， r 
一

‰一J 0 

( )JI( )——g(z)F(z， ) 

( )̂( ) 

一

h( ) 

二 !兰 兰! 
— —  ’( ． ) ( ) 

≤-f d ≤ 
≤ G(1一 )／e 

Y≤ d 

dz≤ ! { ： ： d 

-f k 出 J 0 l—I 3( )／ ( )I～ 

r● r 
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累加上述各式得： 

一  ≤2MG(1—8)／8+20pA+GB)+2cpHN-j l(y)dy 
同法估计得： 

—  ≤2MG(1一e)／e+2( +GB)+2cpHN—I (y)dy 
『口 

所以 一 ≤4FMG(1 ／8+ +GB+q~HN]一( d 一 )dy) 

当 lY l充分大时 一 <0，即 < ．本定理得证。 

易知当F(x， )一 (z)时本定理即为文E13的定理3． 

例 微分方程 

f 一 2y。一 (z。+ zy 一 z) 

I 一Y。一z。 

有唯一的奇点o(0，0)，易验证满足定理条件，故上方程存在极限环。 。 
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