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马尔科夫质量控制模型 
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科夫 质量控制模 型及 求肛的连 控。 

革规 划．马尔科夫质量控制，模型．最优策略 
—— ‘— — —⋯ — — — — —一  

1．5 

马尔科夫决策规划 (Markovian Decision Programming简称 MDP)是研究动态随机系统 

的最优化问题。所研究的系统是能够连续、周期地进行观察。在观察时刻．决策者根据观察到 

的状态，从研究的可付诸实施的决策集中选定一个决策，通过实施，则产生两种结果： 

(1)确定了系统状态概率的转移规律，是具马尔科夫性 (无后效性．即所选决策实施的结 

果与此时刻 前的历史无关) 

(2)所选定决策实施，将获得一定的经济效益，也具有马尔科夫性。 

动态随机系统发展的不同途径将获得不同的经济效益。要求在各个时刻先取决策，使系 

统处于最优运行状态，即选取最优策略。 

假定在时刻 t=0，1，2，⋯⋯观察系统，则离散时间 MDP是一个五元组 {s、(A(i)， 

∈S)，q，r，VI所构成。 

1)S：系统的“状态集”，为一非空集．s的元素称为状态 S=S(5． ，J，⋯⋯ )。一般，s 

为一可列集。 

2)A(i)i∈S；状态 可用的“决策 。一般，A(i)为一可列集。 

3)口：系统的转移概率，是一族时间上齐次的马尔科夫转移律。每逢系统处于状态 ／，选 

取决策 。∈A( )，刚不管系统的历史如何，下次转移到状态，的概率为 g(，j J，a)记为 q 

(d)。 

4)r：系统的报酬函数，r是定义在 r二 I(i，n)：a∈A( )．i∈S}上的有界单值实函 

数。每当系统处于状态 i，选取决策 。，则可获得一个报酬 r：(i 。)，它与历史无关。 

5)v：系统的目标函数，v是定义是 s×lI上的单值实函数，【l是全体策略所成之集。 

t≥ 0 令 
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称为系统直到时刻 t的一个“历史”，这样历史的全体构成 H ，称系统直到时刻 t的历史集。 

h， ∈H『一 

q(，l h _l-i ，d )=q( i ．＆ ) ES t=0．1，2，···-·· 

表示转移概率与历史无关，即马尔科夫性。 

2 MDP决策过程 

一 个策略(policy) 是一个序列 ={7to， ，⋯⋯1．其中 t≥ 0，h， ∈H ∈ 

S． (·l h ⋯ i )是 A(i )上的一个概率分布。全体策略集记作儿。 h 一 ∈Hl— i ES 

总存在一个n ∈A(i )，使得 (n l h 一 i )=it≥ 0则称为一个“决策性策略”．全体决定 

性策略之集记为¨ 。 

又若一个策略 =} ，丌I， ⋯⋯l t≥ 0它的 依赖于时刻 t所处的状态 i，即 

丌．(·l h ．i )；丌‘(·l i )则称为“随机马尔科夫策略”，它的全体组成的集称为“随 

机马尔科夫策略类”，记为儿 。一个随机马尔科夫策略 =l ，，c】．m．⋯⋯}，如果它的每个 

． 均是一个退化概率分布．则称为“马尔科夫策略”，全体马尔科夫策略所成之集称为“马尔科 

夫策略类”，记为儿 

定义在 s上的映象 ，．映 i入 A(i)，即 ，(i)EA(i)，i ES，则称 ，为一个 “决策函 

数”，全体决策函数所成之集记为 F，因而一个策略 =／丌0．m， ，⋯⋯}必存在一串 ∈F． 

使得 ；{ ，^，^，⋯ ··} 我们的成果是在 F为有限的情况下得到的。 

若甩y ，df分别表示时刻 ￡系统所处的状态和选取的决策，则不同的策略 ，相应的 ． 

△ 会有区别，给定初始状态 i E S，选用的策略 与系统状态的运动规律 q一起交互作用决 

定系统的发展规律，因Ny ，／3t是随机变量序列 L( )={ △o ．△ ⋯⋯ ．△l。⋯ ·l 

称为MDP过程。 · 

给定 MDP的前三元组／s，(A( )， E S，)q}，一个策略 E11及一个初始分布确定了 

一 个 MDP决策过程。 

3 MDP报酬过程 

对每个 MDP决策过程附 报酬结构．即对每个 MDP过程定义一个泛函过程，由于 r为 

有界单值实函数．由 wEII产生的 MDP过程 L( )=lyo，△n ，d ⋯⋯ } 定义 R =--R 

( )=r(Y ．At)，t≥ 0。由于 s，A(i)(iES)均为可列集．R_仍为一随机变量。即!R ，f≥ 

0}为一随机变量序列 称为“由 产生的报酬过程”，简称为“报酬过程”。 

由于r有界．g-~NNffi Eo{R =il=∑P = 。△ =n l =i}r0 n) 

V N (0，1，2．⋯⋯) 令 
Ⅳ N 

( ，i)=E {∑ Rl j。=i ∑E {R =if 
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∑ ∑P Y =J，△ =d I D=i}r(7，n) (1) 

即， ( ，i)表示用策略 在 t=0时刻从状态 i出发，系统直到时刻 N的期望总报酬。v、 

( ·)称为“N 阶段 目标函数 或统称为有限阶段 目标函数 。 
Ⅳ 

若 f ，即为一平衡策略．则(1)化为 (，， )=∑ ∑ql[ 
r 0 _ 

(J)]。其中q D t，，(t)l表示用策略 ，时，f=0从状态 i出发 t时刻转移到J的概率。 

4 MDP折扣目标函数 

若用长期期望总报酬∑E fR 【y—o= f作目标函数，需要对r作进一步限制． 保证和 
= 0 

式收敛。为此，引进一个折扣因子 (0< F≤ 1)对未来的报酬函数打折扣．当 t 

的单位报酬值为初始时刻 t=0的 倍．即 令 
∞  ∞  

V f ，ij=E ÷ =1 r I； =i}=∑口 E {r i；。=i： 
' n 

= ∑ ∑ P { =，，△，= J =i J r(i，n 
f= 0 ’ 

表示当用策略 时，系统从 0时于状态 i出发的条件下，系统在无限阶段上的期望折扣总 

报酬 ( -)(或 ( ))称为折扣目标函数，此时决策函数集折扣模型为 I s，(̂ (i)，i(∈ 

s)，Ⅱ，r． }。 即 

V ．t)=∑ ∑ ∑ {L。=，，△，=。I =i}r(i，n) 
f= ，∈ s  ̂

∈』J． ∈S ·⋯- (3) 

若 j ∈IlJ， V ∈儿，i∈S 均有 

( ，i) ≥ (Ⅱ，i) 

则称 为关于折和 目标为最优的，或称 为 B最优的， 简称为最优策略。 是关于初始状 

态 i同时达到最优。 

若 ； f，则 为一平稳策略，则(3)成为 

Vg(f，i)=∑ ∑g ( J i，f(i))r( ，，(z)) i∈s 

5 马尔科夫质量控制模型 

MDP由于一些具体问题的特殊结构，使得求最优策略变得容易．因而更具有实用价值。 

马尔科夫质量控制问题就具有这个特性。 

考察一台机器的工作情况，在生产过程中机器所处的两种状态：机器是好的 (记作 0)；或 
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是坏的(记作 1)。 

若机器在当天工作开始时是好的。则在第二天开始时仍是好的概率为 1一r(0<r<1)； 

若机器已是坏的，在重新调整之前一直保持在坏的状态。如机器是好的，将无费用；如机器是 

坏的，不加调整则每天损失 C元，如加以调整(假定能即时完成，比如用一台好机器替换)，则 

花费 R元，机器调整为好的 因而有： 

1)系统状态集 S：l 0．1}。 

2)决策 A( ) i∈S．此处为 

A(O)：l1}， A( )={1，2} 其中“1”表示不调整，“2”表示调整。 

3)系统转移概率 q( I i，8) 8∈A( )。 

具体为 g(0 1 0 1)=1一r ； 

q(1{0，1)=r ； q(1 I 1．1)=1 ； 

g(0 I 1，2)=1一r ；q(1 I 1，2)：r 。 

4)系统的报酬函数 r=l(i，8)I n∈A(i)， ∈s} 

则有 r(0，1)=0 ； 

r=(1，1)=C ： r：(1，2)=R 

5)系统的目标函数 ，是寻求一个质量控制策略，即最小期望折扣总费用或最小期望平 

均费用。 

这是一个马尔科夫决繁规划问题。 

6 马尔科夫质量控制的特殊结构 

由于机器所处的状态是不可直接观察的，只能由每天最初开动机器生产出的产品质量来 

判断，即由后验概率来判断机器所处的状态。设机器处于坏状态的后验概率为 P，则一台好机 

器的后验概率 P：O，坏机器的后验概率 P=1。若在当夭开始时机器是坏的后验概率为P，则 

在第二天开始时机器是坏的后验概率为 r+(1一r)P：TP，其中P可以通过历史资料来获 

得(若无历史资料，只有用主观概率决定)。 

在当天开始时，我们估计机器是坏的后验概率是 P，然后决定：是重新调整机器到好状 

态，要花费用 R；还是继续生产一天。一般的情况，若当夭开始时机器是坏的后验概率为 P，且 

不调整．一天的费用为 L(P)，可理解为生产废品的损失。 

将后验概率 P作为状态，则得到另一个模型。其中： 

1)状态集： S：{P，P∈【0．11} 

2)决策 A(P)：{1．2}。其中“1”表示不同调整．“2”表示调整。 

3)系统转移概率 

=  三 。； 
1一r 当 P =0 ： 

0(P l P，2)= r 当 P =1 

0 其 他 。 
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4) 系统报酬函数 

r=(P，1)：L(P) ； r=(P，2)=R 。 

5)系统的目标函数 v，仍是寻求一个质量控制策略，即最小期望折扣总费用，或最小期望 

平均 费用。 

这是马尔科夫质量控制模型。 

7 马尔科夫质量控制的求解 

若当天开始时．机器为坏的后验概率为 P：当天开始时机器是好的，下一天开始时仍是好 。 

的后验概率是 1一r；当天开始时机器是坏的，下一天开始时仍是坏的后验概率就是 

rrP=r+(1 r)P 。 

若当天开始时机器是坏的，下一天开始时机器为坏的概率为 P；则当天开始时机器是好 

的，下一天开始时仍是好的后验概率为 

T P=(1 P)(1一r) 。 

这样，就有当天开始时机器是坏的后验概率为 P，刚下几天开始时机器为坏的后验概率 

为 

r‘P=1 (1一P)(1 r) ”= 1．2，3，⋯⋯ 

由此可知状态集 S仅为可数集，这样的问题我们已有专文论述了求它的最优策略的方法 

(参考文献【2])。 

可是利用问题的特殊性，可以得到更好的结果。 

令 

AL(-g“ ．0)=L(r～ ，O) L(r ，()) 

若 L(P)≥ o则存在一个最优策略为： 

( ． )：L(P)= (￡( )) · 

假定现在的后验概率 P> P(f1)，则重新调整机器；否则 (即 P~P(f1)就维持生产，其 

中，当 

∑ (∑ )△(-p ．o)≤R 
⋯ I = 0 

时．P(口)=1，否则 P( )<1， 它是 

L(P)：G ( (卢)) 

的唯一解。此处 

G 0( )) 

(∑口‘L(T 
I e 

∑ 
I ： n 

￡( )=rain ￡：∑(∑ )AL ，0)≥R 
t = I1 j= n 
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其中 为整数。 

当口1 1时， P(f1)I P(1)，且 (J9)I t(1) ； 

而当 ／3<1时，为折扣模型的最优策略； 当 J9=1时，为平均目标的最优策略。 

这些都化为典型的 MDP模型，很好的解决 了，问题。 
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：科研成果： 

新型磷渣硅酸盐水泥 

内容简介爰技术水平： 

新型磷渣硅酸盐水泥技术创造性地选用了价廉高效的多功能天然矿物或人造复合矿 

物代替石膏生产水泥，使磷渣水泥的性能得到明显改善。具有国际先进水平，其经济效益、 

社会效益和环境效益十分显著。 
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