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一 类广义 Li6nard系统零解 

全局渐近稳定性 

塑堕  旦堕生 
(广西师范大学 桂林 541001) (重庆建筑大学 630045) 

◇f B 

摘 要 研究如下非线-雎微分方程 

f =中。 、 一 ， (1) 
y=一g h，y) ⋯  

得 出了(1)三个无环的充分条件和两个全局稳定性定理，这些蛄果推广了文献[1】的结果。 
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中图法 

对 Li~mm：I方 程 

=r—F ) 

：  -g＆) 
零解全局渐近稳定性问题，已知结果如文献 【2—5】，以往太都运用 Liapu—v第二方法研 

完这个问题，文献 I1，6—8】则采用定性理论中的方法分别讨论了Li~-nard方程及其更广泛的 

系统 

：  ̂ )一F＆) =一g ) 

与 ：̂ )一F ) ：一g )0 ， ) 

的全局渐近稳定性。本文在I1]的基础上，利用定性方法的 Filippov变换，探讨更一般的二阶 

非线性方法 

一  

(1) 
=一g ，y) ⋯ 

所得结论包括[1】的结果为特例。 

没有特别指出，本文总设 

1) 、h、F、g： — 连续，P、Q： 一 连续，增( }>o(x≠0)，zh(z)>0( ≠0)
，且满 

足解的存在唯一性 ，原点是(1)的唯一奇点。 

2J 0<f≤ ( )≤L。 0<m≤Q( ， )≤M， ≤P( ， )≤N 

3)作 Filippov变换 

f 
= c( )=J g{ ) 
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设 I( )，靶( )分别是 =G( 】在 > 0和 <0时的反函数，令 l=G(+∞)
， 2 ：G 

《一*)．于是记 

(=)=垂(置(：)) ( )=F(置( )) 

( ， )=P(葺(=)，y) O( ，y)=Q( ( )， ) 

其中O< <{， 1，2 则当 >／0和 ≤O时系统(1)分别等价于下面两个方程 

等=[ 一 (川·面 ，：∈( ，) 
dz

= [ (：)P (：，y)一 ( )̂(y)J_ i 1 
， ∈(。’：1) 

1 结 果 

卒文 主要 箱 伦是 

定理 1 设 1)--3)成立，且 

4)了 ， >o，使当y>o时有 (̂y)≤孚 
5门 面条件之一满足 

(1) 当 n>O时，n(：)≥=Mn： 

(2) 当 (o时， (=)≤JvM。 

其中n=( +1)【 (旦 )。j ，则系统(1)不存在极限环。 
定理 2 设 1】一3)成奇 ．目 

O 

图 l 

f2) 

(3) 

4)，了n， >O，使得当y(0时 Î (y)l≤了M l l。 

5) 下面条件之一满足 

(1)当 n>o时，n( )≤一 n ； (2)当 Ⅳ<o时，F2( )≥一 MⅡ 

其中n：(。+1)[ ( 】 ，则系统(1)不存在极限环。 
下面就系统(1)的一种特殊情况，再给出无环的条件。 

考虑满足 1)，3)的系统 

= h )一F ， ) =～g )口 】 (1) 

其中9(y)>0，由 3)则得系统在 ≥O和 (0上分别等价于 

专=南 ㈤ ̈ ) 川， ∈『o' 
dz

=南【 ㈦p2 y)一 )】- q-(o 
定理 3 在系统(1) 和(4)，(5)中，若 1)，3)成立，且 

(4) 

(5) 
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6)gf )>o，当 zE(O，min(z一， ))时，Ft(z)P (z．y)>F2( )P2(z
， )或者 F2(：)p2(：， 

Y)>F一(j)P一(：，y) 则系统I1) 不存在极限环。 

定理 4 设 1)一5)成立，且 

7)z ∞；了0<K<K，使 I (y)I≥丁m I I。， ( )可导，
I { =0 

8)z≥0时，下列条件之一满足 

⋯当n>O a~，F2(z)≤等 

其中 ( 州) ) 】 )， 

(2)当Ⅳ<0时，0>R(：)≥詈。。z 

则系统(1)的零解是全局渐近稳定的。 

定理 5 若 1)--3)，4) ，5) ，7)．成立，且 

8) Z≥0时，下列条件之一满足 

(1) 当 n>O时，， (z)≥ 一 M 
n2 ⋯  

(2) 当 <0时，o< z)≤ 一 z 

真中 ∈(。，( +1)[ ( ) ] )，则系统(1)的零解是全局渐近稳定的 

2 辅助定理 

其中 ，K 。， ：( +1)fK(生 )。J ，则(6)存在一条进入原点的积分曲线 

： ( ) 。≥。， ≥。 
证 将 ￡㈦直接代入系统(6)验证即得 

类似可得 

引理2 若a． 。，。：( +1)[ (旦 ) J ，则系统 

(6) 

n z 一K I，I。 ， (z≥0， <O) (7) 

存在一条进入原点的积分曲线 

： = 一( ) ≥o， ≤0 

引理3 、当 c 1) ) 】 ．h-~ d z： 一K I y —y剖 
的任一非退化积分曲线和正、负 y轴各交一点，并且对任一固定的直线 。： 

，当 I I充分 

O  

> 

V 

V， 

一 吉 

0 

o 

= ̈
 

统 

系 

理 
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大时，可使过(O，yo)的点的积分曲线同 ：= 有且仅有两个交点，其中一个在 轴上方
，另一 

个在 z轴下方。 

引理 4 若 。>o，nⅣ>o，则方程 = X—a~I+Ⅳ ≥o 

的任一积分曲线 Y=y(：)，当Ⅱ>0时， lira y(j)=+∞；当a<0时，有lim y(--)⋯ 。 

3 定理证明 

定理li,~N取 ：Y= +】片【 )̈ ( ≥o，y≥o)，显见 在 — 平面上 

位于引理l中的积分曲线三 j：y=( )“‘ ( ≥o，，≥o)之上。记由 和厶 所界区 
域为 D，在 D中若 5)(1)满足有 n 一gy >0 

比较(2)和系统(6) 

专=[ ( )p-( ，y)一中-(：)h( )】· ≥(警。 n—L·誓 『y I ) 
=Ⅱ 一 『y I 一‘ 

类似条件 5)(2)时亦有上式。 

所以从 D出发的系统 (2)的积分曲线 L㈦沿着 Y下行时不可能穿过 L㈦，再由系统 (1 

及条件 1)一3)知在{( ．y)I >0，Y>0}中无奇点且 L㈨不可能与正 y轴相交，因此 ，I }止 

趋于原点，这就证明了系统(1)不存在极限环。 

定理 2证明 

根据引理 2，类似定理 1证明即可。 

定理 3证明 

先证 F (=)P (=，Y)>的情形，考虑 

d z
=  ( )p ( ，y-)一^( )】， =C--(o， ) (8) 

d z
=  [R( )p (” )一h( )】， =C--(o， ) (9) 

若下一列条件之一不满足，则(1) 显然不存在极限环。 

1) 系统(8)从 Y轴(Y>O)上任一点出发的积分曲线 L[日]，当 y下行时与负 y轴相交； 

2) 系统(9)从负 轴上任一点出发的积分曲线 L )，当 y上行时与正 y轴相交。 

现假定 1) ，2) 都成立 

设 A(0，yA)( >0)为正 Y轴上任一点，系统(8)从 A出发的积分曲线L墙j与负 轴交 B 

(0，ys)(ys<0}，而系统(9)从点 B出发的积分曲线与正 Y轴交点 c(0，yc)("<0)。 

由定理 3假设有 

止』、韭l 
dY d l 、 
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墓 P Y FP 1 ／I4 1 7 8 1／1 同理可证，当 《：) 《：， )) ． I＼ ／一1 ＼， 《 )-(=，y)时，系统() 也不存在极限 【 ＼ l ＼ 环 l＼ ： l l 定理证明 0I＼ 、 J I l ， 先考虑系统满足)一5)、)、)(1 I／ 。 I ／ 情形 I ／ ＼I。／ 下面利用引理3、引理4证之。 l 丫 
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韭 =。 一 P <0d 
y 

Y ⋯ ) 一  。2 ‘一 ‘ ‘ ” 

分别在 y≥0和 y<0上作比较，其中 一P = n f̂{y)}，过点 在直线 =Zo的右方作 
， 。l ， 

系统(1】)的积分曲线 L⋯1( )，由引理 4知 L1l】}《尸o)与正 轴相交．记交点为 Pt( ，0)。过 

P．作系统(10)的积分曲线Lflo J(P．)，由引理3知 Lll0 J(P )随着Y上行时与正 轴相交，因此 
—— —。— ～  

￡㈨1(P1)与E J相交，记交点为 P2，在L j下方，易证 L。)( )位于曲线 P】 之左侧， 

并与L 相交于 z(JD，z不一定与 尸2重台) 

考虑系统 

一

d z

dy=一嚣a2= 一嚣i J y ’y ) 一 一面 。̈一面̂ 。  ̈
易验证系统 f12)满足引理 3条件 ，因此 (12)从Jp z出发的积分曲线一定与正 v轴 交 在 

L 上方 ，因为 ． 

：嚣。。 一嚣 ， 
所以L (P z)沿着 上行时，总位于 L『I|l fP z)之左侧 ，因而 L 

(P ：)也与正Y轴相交 这就证明了，L。 (1Ⅳ)与正 y轴相交 

(2)再证 I v I≤R时，系统(3)从负 轴出发的积分曲线 

L (Ⅳ)(其中 Ⅳ(O：1̈ 1)(1̈ }<R)为负 轴上任一点)， 

或趋于原点，或与正 Y轴相交。 

根据系统 (3)的定义 ，L0)(Ⅳ)沿 y上行时，易知有两种趋 

势 ： 

(a) 在 轴下方趋于原点； 

(b)穿过 ：轴，位于 =轴的上方 

若(a)出现，则(1)的零解为全局吸引 

著(b)出现 ，和 J v l>R时方法相同，可证 L㈩(N)与正 轴。 

综上所述 ，(A)证明完毕。 

fB)的证明与(A)的证明方法基本相同，略 

至此 ，系统(1)的零解全局吸引得。 

2)系统(I)零解的稳定性证明 

由f1)的证明可知，系统 f1)由负 y轴出发的积分曲线或进人原 

点，或与正 y轴相交。取 ：一7， >0，过点(0，一 )作“)的正向 

积分曲线，此曲线和正Y轴交于点(0， )，过点(0，y)作 轴的平行 

线交 L ，于点 ．Yj >0)，由r0，一口)作负向积分曲线和直线 = 

相交，这样得到一条围绕原点的封闭曲线 C(也记 G所围成的区域 

7 

、 ． 
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为 )，易证li P(O， )=0．且系统 (1)从 上任一点出 
0 

发的积分曲线均进入 e 内部(否则将破坏解的唯一性)。因 

而对任给的 ￡>0，记 足={( ，v)l + ≤￡ )，则必存在 

O，使 c足，同时可取到 >0，使 岛c cn，故对任意 

点(翱， )∈岛，过点( 。， )的积分曲线( f￡)．y(f))∈足 

也 即系统 (1)的零解是稳定的。 

当系统 (1)过点 (0，一 )的正向积分曲线直接趋于原 

点时，e 的作法作如下修改：过此正积分曲线的最左点 

(x， )作 v轴的平行线和系统过 (0， )的积分曲线交点 

( ，y)，在 >0一侧作过点(0， )的水平线和 ￡ 相交于点 

( ， )。过 ，一 )作平行 y轴的直线 = 与系统(1)过 

(0，一 )的负向积分曲线相交。这样也得到一个围绕原点 

／ 

／ (；，r 
i， 

．} 。 ／ 
， J 

一  ／。 

圉 5 

的封闭曲线 ( 也表示曲线 惭 围成的区域)。同样可证，对任给 e>0，总存在 >0，只 

要(Xo， )∈岛，系统(1)过点( ， )的积分曲线( (f J，y( ))E岛。 

至此，情形 1得证。 

完全类似可证情形 2：(1)满足 1)一5)，7)，8)(2)的情形。 

综前所述定理 4证毕。定理 5的证明 类似定理 4的证明。 

衷0感谢导师陈均平教授的悉 指导与帮助。 
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Global Asymptotic Stability of the 

Zero Solution for a Generalized Li6nard System 

Yang Qigui 
(Guangn Normal University．Guilin 54l001 

Zhou Zhuohua 

(Chongqing Jianzhu Univetsi~ 630045 

Abstract This paper，studiesthefollo．Mng system(1)： =O( )h( )一F(x)P( )，y=一 

g( )Q( ，y)．Three sufficient conditions of the nonexistence of limit cycles for(11 and two theo- 

rPffll8 of the global asymptotic stability for(!)ale obtained．the results in 【1]are extended by the 

above results． 

Key W ords differential equation：limit cycle；asymptotic stabili~- 
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