
第 2l卷 第 2期 
1999年 4月 

重 庆 建 筑 大 学 学 报 

Journal of Chod qi“g Jiaazhu University 

Vo】21 No 2 

A口r 1999 

弹性动力学方程边界元法计算公式探讨 
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摘 要 弹性动力学是力学领域 中的一个重要课题。在采用边界元方法计算时有许多数 

值 方 法值 得 探 讨 ，尤其 是奇 异 积 分的 处理 。 本 文 讨 论 了在 Fourier变换 下 弹 性 动 力 学方 程 

边界元方法 中的奇异积分的一种计 算方法 。 
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1 引 言 

弹性动力学的研究在机械振动、地震动研究中有重要意义。探讨对弹性动力学的解法有理论 

意义和实际意义。随着差分法、有限元法、边界元法和电子计算机的发展，使得对该问题的数值求 

解成为可能。边界元方法以其独特的优点在许多领域中取得成功，其在弹性动力学方面的应用也 

得到了迅速的发展。作者在探讨弹性动力学的边界元区域分解算法时发现，虽然目前采用边界元 

方法求解弹性动力学问题的文献不少，由于计算公式繁杂，太多数文献均未给出数值计算公式。文 

献 Il】和[2】算是公式推导比较多的文献，但不够全面。如Il】中认为当K：J时，凰 (丘 J)：0和 c ： 

( ，J)=0，仅仅对特殊情况成立 ，通用性不够 ，且有明显错误。本文作者给出了解析计算方法。 

2 基本方程 

线性弹性动力学的基本方程有 

运动方程 

cr,j
．
， P =P屿 l1) 

几何方程 

￡ ：_}( ． ) (2) 

以及本构定律 

dj】= kk a，】+ ￡̈ (3) 

将 (1)一(3)进行组合，得到位移方程 

(c{一c；) 
． 
+ l +6j= 屿 ( ， =1，2) (4) 

(4)又可写为 

(̂ )7(V ·M) M P b：P (5) 

式中的 ( ， )为点 在时刻 的位移矢量 ， 和 e 分别为应力张量和应变张量，b，为单位质量 

的体积力。 、 为拉梅(【丑r睡)常数，P为质量密度 在上述公式中使用了笛卡尔坐标系( ， =1，2)， 

对重复指标采用了求和约定 逗号表示对空间变量的微分，点号表示对时间求导。膨胀波和扭曲波 
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的传播速度 c．和 c 满足 

， 

＆ 为科罗内克 符号。 和 与弹性模量 E、泊桑比 ．J的关系是 

=  

E ．J E 

2(1+u) 

弹性动力学方程中必须满足的初始条件和边界条件定义为： 

初始条件： 

ru ( ，￡)=／／． ( ) 

I 
．

( ，z)： ( ) 对 f= 在 n r上 

u ( )、 (x)是给定的已知函数。 

边界条件： 

f ．( ， )=／／．．( ， ) 

Iz ( 
，
r)：d n】：i ( ． ) 

t．为面力矢量的分量 ， 为边界点的外法向矢量的分量 

量 。 

定义函数 Ⅱ( ，r)的 Fourier积分变换 

(6) 

(7) 

(8) 

础 >r0在rl上 rq、 

对 > 稿 r止  ⋯  

， ．、 ．分别为已知位移矢量和面力矢量的分 

u( ， )：J ： ( ，r)e珥d 
将(1O)作用于(4)和(9)得到在变换域内我们要讨论的基本方程 

f(c{一c{)U ( ， )+ci ( ，oo)+ + ( ，山)=0 在n内 

{矾( ， )=U ( ，鲫) 在n上 
【 ( ， )=T．( 山) 在r工J二 

3 边界积分方程 

flO) 

在不计体力和初始条件为零的情况下，采用广义 Green公式或加权余量法等方法 ，我们可以得 

到内点变换位移的边界积分公式 
f f 

“(f， )=J iff， ) (f， )dF—J ( ) ( ， )dF Q2) 

如果 由n趋向边界r时，可，导变换位移 -的边界积分 

n (f) ．(f， )=j Vi；(f， ) (f， )dr'一J j(f， ) (f， )dE' (13) 
其 中 

O 

E 边界r光滑 

E 

E是二阶单位矩阵。嘴 和 [5l如下： 

阱 = 吁 一 rl】) (14) 

r、 

n ／一 

『15) 

1_ 

i ， 一虹一 

、  

山 

￡ n 

d—d 

—lh 
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Ko( )+ C2 [ 

＆( )一(署) 
岛，K ， 分别是修正的零阶、一阶、二阶第二类 Bessel函数 

4 边界积分方程的数值计算方法 

第 21卷 

对边界积分方程 (13)，我们采用配置法进行离散单元，假设边界离散为 N个单元 ，并用常单 

元，得到 

一 =毒 壹 r n】 
(16)又可写 为 

其中 

令 

则(19)变为 

口 K 

C = 

将所有节点形成方程的紧凑格式 

： ∑ 嘀 Tj一∑粕 Us 

腑 ：』 r 

{ =C 

∑舶 ：∑ Tj 

HU =GT 

(17) 

f培) 

f】9) 

(2O) 

(21) 

从而可以得到形 如 A =口的方程形式 

当 K#J时，雕 ( ，J)和c ( ，J)可直接采用数值积分方法计算。当 =J时 ，由于 r=O，就存 

在奇异积分问题。对奇异积分有许多实用的处理技术，毫无疑问，解析方法是最可靠的方法。下面 

觜 出 日习计
t
鼻 万 。 

G J U-t(K，J)d 

：  {【z+( ]j 
，
Ko( i oJ r) 一( [-+( )]J 

，
Ko( i oJ r)a 一 

[ +z( )]J ．fi~
～

r)d +(署) [ +z( )]J 墨 ( ) (丝) 

如= {[z+( )]J Ko( )a 一(詈) [ +(剐 J Ko( )a 一 

[ +z(詈)]j 晶 ( ) +( ) 【-+z(詈) 】J ， (上 )arJ) (∞) 

a 一(罟) 』 
． 
( 

h 

： lI 

C 
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：』。墨，( )a n+z( )：【 +z( )]』 墨，( )drj 
其中 r'=靴一 ，rz=Y：一Y-，三= _}+r{。 

要计算岛( ，J 1，2)归结为计算J 岛 
令 ： L

， 则 

』 (上 )a ：』： ( )a， 

(—iw r)dn和J j{=L (土 )d 形式的积分。 

+ ( )a r 

(24) 

=一 Ko( )d + J。 Ko( )d (25) 

( )a n： ( 】d，+ ( 】dr 

=一 Kt )d + J。 KI ( )d 

=  【 ，( j ( )l o。 '1 

=  [ (一=- ) ( 】 ( ) 
当 KS，时， (K，，)可以直接采用数值计算方法计算。当 K=，时 ，对 凰 {K，，)的计算参看【4]。 

H．itK，J)=一 ∑ H tK，J K：1．2．--- t21) 
J=I．x J 

f 

通过上面的推导，对弹性动力学问题边界元法的奇异积分的计算，归结为计算l Ko{ )d：和 

Ko( )，KI( )， ( ) 

由文献 【l】可知 

2 

J{Ko( )d==Z【(1- 一 n专)+ ( +{一-n专一 )+⋯ 
f 

+ (1+丁1+⋯{+ 一y—in寺)+⋯】 (28) T Ï丁 。。 一y— J ⋯J 28 J 
y为尤拉常数 ，y=0．577 215 664 9，而 ( )，岛 ( )， ( )的计算可以参看【3]。 

通过边界元方法我们可以求得在变换域内解 U( ， )，对足够数 目的 ，可以采用 Fourier逆变 

换得到依赖于时间变量的解 ( ，z)。在稳态振动下。位移场 { ，￡)可用 u( ， )e 的实部表 

示 。 

M( ， )=船 U( ． )e (29) 

作者采用此计算方法进行过数值试验，有很好的计算效果，将另文发表。 
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