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En中质点组的最小转动惯量轴。 

杨世 国 

(安徽教育学院数学系，合肥 ，230061) 

摘 要 ：利用线性代数理论与方法研究了 维欧氏空间 中质点组的最小转动惯量轴问 

题 ，给 出这 一 问题的一般解 法 ，获得这一 结果 ：质点组 ={Ai(帆)；i=1，2，⋯ ，t}的最小转 

动 惯 量 轴 是 过 质 点组  的 重 心 且 平 行 于相 随 矩 阵 C 的 最 大 特 征 值 所 对 应 的 特 征 向 量 的 

直 线 。 
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设 Ai(xli，x2 ～， )(i=1，2，3，⋯，I)是 ，l维欧氏空间 中的任意 t个点，将每点 A 赋予质 

量mi>0。在En中，质点组Ai mi)( l，2，⋯，￡)关于直线l的转动惯量为S 主m ( 为点Ai 
到直线l的距离)，使得转动惯量 Sl取最小值的直线lo称为质点组 Ai(m )( ：1，2，⋯，I)的最小转 

动惯量轴。 

对 中任意给定的有限质点组，怎样求出它的最小转动惯量轴问题 ，不管在理论研究方面还 

是在实际应用方面都具有很大的意义，本文探讨并解决了这一问题。 

质点组 A (m )(i=1，2，⋯，t)的重心为 

G(gl，g2，⋯，g )， 

其中 

三 

g 学 ( ：l，2，⋯，，1) (1) 
。 

记 

。 
( 一g|)( 一 ) =l’2，⋯ ) (2) 

C = 

Cll C12 ⋯  Cln 

C21 C ⋯ C2 

cnl 2 ⋯ c肌 

(3) 

由于 =cb，所以 C是 ，l×，l阶实对称矩阵，我们称矩阵 C为质点 Ai( )( ：l
，2，⋯，I)的 

相随矩阵。 

如果我们在矩阵 C的诸分量 中令 ，，Il=m2=⋯ =，，II=l
，所得矩阵为 Co，我们将矩阵 C。称 

为 中点组 Ai(i=1，2，⋯，I)的相随矩阵。 

在上述记号之下 ，我们来讨论质点组 Ai(mf)( ：l
，2，⋯，I)的最小转动惯量轴问题。 
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设 中直线 Z的点 向式方程为 

：  ： ⋯ ：  (4)l 1 
l 一 2 一 一 ln 、。 

其中 B(bl，b2，⋯，bn)是待定点的坐标，ll，l2，⋯，l 为待定直线 l的方向余弦，因此 
n

‘
2
i：1 (5) 

i=l 

下面确定6i与 ( 1，2，⋯，，1)，使质点组Ai(mi)( 1，2，⋯，￡)关于直线 l的转动惯量最 

小 。 

由于向量 ={ l —bl， 一62，⋯，钿 一b }在直线(4)上的射影为 

( ii—bi)， 

于是点 到直线(4)的距离平方为 

主( 一6i) 一【 ( 一6 )】2， 
所以质点组 Af(mi)(i=1，2，⋯，￡)关于直线(4)的转动惯量为 

Is=主 {主( 一6 ) 一【i =l ( 一6 )】 ) (5) 
根据极值法则【̈，(5)式对 b̂ 对导 ，得 

{( 一bk)一ẑ 
。
fl( 一6i))=o 

上式整理 得 

( 嘴 一6 
。 )一 嘻。 。l ( —b1)=0 

或 

( 1嚣 
由(1)中记号上式即为 

墨 
=  

1

1 簦啦( o 'i (6) 一 I ‘，⋯ ‘＼一"一 ， ＼V， ％ m
； 

“ 

由于上式右端与 k无关 ，所以 

：
曼 

： ⋯ ：  l (7) Zl — Z2 一 一 n ＼ 

由此可见 ，质点组 A (mi)(i=1，2，⋯ ，￡)的重心应在所求直线上。因此 ，直线(4)的待定点(6l， 

b2，⋯，bn)不妨就取质点组 Ai(mi)(i=1，2，⋯，f)的重心(gl，g2，⋯， )，这时(5)式变为 

Is =
j

圭
= l

鹏{
i =1
( 一戤) 一【

i =1 
( 一毋)】 ) (8) 

由(2)、(3)中的记号有 

( 一 ) =
1 i 1 ，= = ’ 一 

^ I 

( —gi) 
i 1 1 = = ’ 一 

( ) cd 
』=1 i；1 一 

喜。 【主fi( 一毋)】 = 。未 t( 一戤)( H—ĝ) 
=  

。 
( 一g )( 一gk)

1 1 1 f= I= ： ’ 一 ’ 

I ^ ^ 

= (三，n ) fiki 1 1 tc正 』；l =I=⋯一 
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于是(8)式化为 

s=(言 )(主c“一i =I k =。ff2tc ) (9) 
我们再来确定诸 ( ：1，2，⋯，n)使 s取极小值 ，为此 ，我们考虑 ：

i =1
G —

i

圭
=lIt = 。 

c 在条件 

： 1 

下的极值 ，现作 

，： c 一毒 z c让+．：L(i =1一1) 
其中 是待定因子[1】。 

(10)式对 l 求导得 

一 2 Y．1iC +2；tl = 0， 

即 

liC = (s=1，2，⋯，，1) 

亦 即 

fllCll+ 12C2t q-· 

l z1c12+12C22+‘ 

1 ⋯⋯ l 
z1 c1 + z2C2 + 

+ Z l= ；Ut 

+Zncn2= Z2 

+fnc肺 =；tln 

(10) 

(12) 

由于 C =cb，所PA(12)式可写成 

f(Cn一．；L)Z1+C1212+⋯ +C1 n=0 

J C21 z1+(c22一X)／2+⋯+c2njn=0 (13) I 
⋯ ‘ 

L C 1 Z1+C 2Z2+⋯ +(Cl胍一 )fn=0 

齐次线性方程组(13)有非零解的充分必要条件是[ ，。】 

I c一．；LE l：0 (14) 

(其中 E是n阶单位矩阵)。由此可见，待定因子 是矩阵c的特征值，用 f|乘(11)式两端，并对 s 

求和得 

．；L= ffl|C (15) 

由(9)、(15)两式可知，较大的 对应着较小的 S；反之亦然。这说明我们所需要的 (待定因子)就 

是方程(14)的最大根，即矩阵 C的最大特征值。由此我们得知求诸 的方法 ： 

先求方程(14)的最大根 。然后将 = 0代入方程组(13)，结合条件 = ，便可求出所需 

要的 Zl，Z2，⋯，Z 。实际上，所需的(Zl，Z2，⋯，Z )r就是矩阵 C的属于其最大

~-

特

1

征值

1 

0 的单位特征 

向量。综上分析，我们有如下结论 ： ． 

定理 在 中过质点组Ai(帆)(i=1，2，⋯，￡)的重心 ，方向向量为相随矩阵 C的最大特征值 

所对应的单位特征 向量的直线 Z0就是质点组 A (mi)( =1，2，⋯，I)的最小转动惯量轴。 

文献[4 6]中研究了 中有限点集的不等式问题，应用上面定理我们立刻可得有限点集下面 
一 个结果。 

推论 在 中，设直线 Z0过点组 A‘(i=1，2，⋯，￡)的相随矩阵 C0的最大特征值所对应的单 

位特征向量 ，则点 A1，A2，⋯，A。到直线 Z0的距离平方和最小。 
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Axes of M inimal M oment of Inertia for Particle Set in 矗 

YANG Shi—·guo 

(A．hui Educational Institute，Hefei 230061，P．R．Chi~) 

A ：In this paper，the theory and method of linear algebra are used to stuay the problem about O,Xe8 of 

minimal moment of inertia for particle set in the n—dimemional Eucldean space En．The general method is 

given to solve this problem and the result obtained is that the O,Xe8 of minimal moment of inertia for partide set 

= t ai(mi)；i=1，2，⋯，t}is the straight line pass~ the center of gravity of and r．~ eling the eigeIl· 

vector related maximum eigenvalue of the matrix C． 

Keywords：particle；barycenter；matrix；eigenvalue 
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The FPPM  Solutions for the Problems of Large Deflection 

of Axisymmetric Circular Plate 

CHEN Shah—lin，U Qi—zhong 
(calege Civil giI峨 ，al∞8qiIlgUniver~ty，cIl0lI窖qiIlg400045，P．R．Chi~) 

，sI瑚ct：In this paper，the Free—Parameters Perturbation Method(FPPlV1)is applied to analyze the prob— 

lerm of large deflection of circular plates under uniformly distributed pressure and cotacentrating load at the 

center respectively．The stiffness characteristics，stress distribution re~d．rity and defom1．qtion curve8 of cireu． 

1ar plates with hound,aries rigi~ dm珥，ed 01"clampea with slip along outer,,ages al℃obtained．Meanwhile，the 

results and computing processes are compar~ with those of Chien’s solutions
．  

I~ words：Free—Parameters Pextu~ tion Method(FPPlV1)；锄【is m tIic circular plate；problems of la 

deflection 
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