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薄壁梁的单元柔度矩阵及其应用+ 

李开禧， 赵广坡， 温伏明 
(重庆大学 土木T程学院，重庆 400045) 

摘要：结合示例介绍了用动态坐标法直接计算薄壁构件的空间变形，并将其用到弯心不共线的 

薄壁梁的计算分析中，给 出了相应的单元柔度矩阵和力法求解过程。从而突破 了弯心不共线 

薄壁杆件体 系计算困难的问题，显示了这种计算方法的优越性。 
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The Element Flexibility Matrix of Thin—-walled Beam and Its Application 

Li Kai—xi，ZHAO Guang—po，WEN Fu—ming 

(College of Civil EIl咖eering，Cho~ ．s University，Cho~ ．s 400045，P．R．China) 

Abstract：In this paper，the calculation of the space deformation、of thin—walled element by“dynamic coordinate 

me thod”is explained in detail through aJ1 example．The thin—walled element with different shear—centers on one 

section is肌alyzed and calculated by this me thod as well，then，the eleme nt flexibility matrix is presented ．Some 

difficulties in calculation of thin —walled structures with “plane bending theory’’and“constrict twist theory”are 

overcome，showing the advantages of this me thod． 

Keywords：thin—-walled element；non—-superposition shear center；dynamic coordinate me thod；eleme nt flexibili— 

ty matrix 

薄壁构件的受力特性与实体构件是不同的，其横截面上的翘曲变形不能再视为相对次要因素而略 

去不计。正是由于这样的受力特点，使得由薄壁杆件组成的薄壁结构受力分析比较复杂。伏拉索夫等 

学者提出的约束扭转理论用双力矩表达引起翘曲变形的力因素，巧妙地把翘曲变形的计算和平面变形 

的计算衔接为整体，给出了实用计算方法。但是由于该理论是建立在新假定的基础上，自身还存在一些 

原则性的缺陷，所以它只有在一定的条件下才有效。具体来说，以该理论为基础，用传统方法求解薄壁 

结构时，有一定的局限性，综合叙述如下： 

1)对于简单的超静定薄壁连续梁，要求： 

(1)各跨薄壁杆件的截面形式相同； 

(2)相邻跨薄壁杆件截面的弯曲中心轴重合。 

2)由薄壁杆件组成的平面刚架(连续梁也可看作是平面刚架的一个特例)，要符合下列条件： 

(1)通过杆截面形心的纵轴及所有横截面的主轴之一位于同一个平面内。 

(2)通过所有杆截面的弯曲中心轴在同一平面内。 

(3)在刚架的节点，所有交汇于此节点的杆端截面的翘曲 相同( 为杆件横截面绕截面弯曲中心 

的扭角)。 

(4)刚架的支撑设置能保证作用于刚架平面内的荷载所产生的一切内力和变形平行于刚架平面。 

3)由薄壁杆件组成的薄壁空间刚架，还常需要满足： 

(1)为了保证相邻杆件在节点处的平衡条件和变形协调条件，所有相邻杆件的弯曲中心轴在节点处 
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M3=300×(O"0一O"1)+750×(0"2一 1)+150(2a2一 3) 

N=10(ao— 1)+25( 2一 1)+15(a2—0"3) 

(3)由式(1)可建立内外纵向力系平衡方程，将 Ml、M2、M3和 N代人平衡方程整理后求得 

0"0= 1 0"1= 2 0"2= 5．2 3= 9
． 866 667 

(4)做出实际正应力分布图如图 l(c)所示。根据翘曲理论
，知道该正应力分布图同时也是截面纵 

向翘曲位移图。 

下面求单位纵向翘曲位移图及翘曲惯性矩。从上面的解答后退一步
，只利用已知三肢板中线上的 

中性点联线 Ol一02、Oz一03的方向，过节点B,C分别做 0l—o2
、02—03的平行线，其交点即为转动中心 

K。在刚周边假定前提下，按刚体的运动合成法则，翘曲理论把横截面的正投影绕弯心 S的转动以及在 

自身平面内的平动合成为绕转动中心 K的转动
，即把截面变形量消元为绕 K点扭角 的一维变量

，这 
为翘曲理论能够直接计算空间变形奠定了基础。已知 K点之后

，就知道各板中线的转角向径 r2、r3， 
由此能作出单位纵向翘曲位移图，并可进一步算出翘曲惯性矩 

。 三板型截面中，转角矢量与转角向 

径对应相等时的翘曲变形称为单位翘曲变形，即△ ／ =1
，其中 △ 为相邻两节点转角矢量的增量，日 

为两节点间的距离，即腹板②的宽度。本例中，H=50， = 19．566 667／30。令 ／日：1，即将上面求 
得的截面纵向翘曲位移图(截面正应力图)放大 j7=76

．660 988倍以后得到截面单位纵向翘曲位移图。 

如图2(a)所示，图中 ～表示在 作用下第i肢板的转角向径。由此求得 ／,a：Ml rl1刁：6 434 299 cm6。 

·756．388416 ．190
．476 190 

fi；~．fi29630

r~,=7222 222 cm ① 
5埘 370 

②

③ 

0I —— 山 

(aJ (b) (C) 

图2 截面各单肢板弯矩矢量单独作用下的单位纵向翘曲位移图 

对于弯矩矢量分别作用在其它单肢的情况，可以按照同样的原理和步骤求解
，不再赘述，而直接给 

出计算结果如图2(b)、(c)所示。当每一单肢板都作用有弯矩矢量的时候
，根据叠加原理，只要将弯矩 

矢量分别作用时的求解结果叠加即可。需要进一步说明的是
，已知单位纵向翘曲位移图和 之后，如 

果再已知该截面上承受的双力矩 Bk，就可由正应力的计算公式 

= B ／ (Bk=Mi ) (2) 

进行计算。而平面弯曲变形、绕弯心 S转动的翘曲变形时的正应力计算分别是转动中心 K在无穷远 

处、与弯心 S重合的特例，即式(2)是计算任意翘曲变形时正应力的通用公式
。 更为重要的是，由此导出 

扭角变形的公式 

=Bk／El (、3、》 

当沿杆长单调加载时，各截面转动中心 K点位置相同
，即杆件绕 K—K纵轴线转动。而平面弯曲变形 

挠曲线的计算、绕弯心S转动的翘曲变形的扭角函数的确定则分别是转轴 K
— K在无穷远处、与弯心S 

轴重合的特例。 

从上文的阐述中，不难看出空间变形计算所依据的控制方程和平面弯曲变形计算所依据的控制方 

程有着数学构造上的一致性和力学意义上的共性
，因此，只要把相应的几何量和力学量做代换，空间变 

形的计算方法即可直接借用平面变形的计算方法。也正是因为以上方法把空间的纵
、横变形统一消元 

为一维问题，又能灵活的适应各种加载形式
，故把这种直接计算构件空间变形的方法称为动态坐标法。 

http://www.cqvip.com


第4期 李开禧，等：薄壁梁的单元柔度矩阵及其应用 2l 

dOi／dz=rift' (4) 

即各单肢板的弯曲曲率等于其转角向径与截面转角二阶导数的乘积， 为某一单肢板的转角， 沿杆长 

方向。由平面弯曲理论中挠度、转角的关系，有 

d ／dz =rift' (5) 

为某一单肢板在中线方向的侧移。 

根据上文所述的基本原理，求解简单超静定薄壁杆件梁的弯心不共线问题时，可以首先在变截面处 

将梁断开，在外荷载作用下，该处梁两边横截面每一单肢板上均作用有弯矩矢量和剪力矢量，并产生相 

应的转角和侧移，由(2)～(5)式知道位移和力二者之间存在着确定的关系式。因此对断面处每一边横 

截面均可建立如下形式的矩阵方程组： 

{A}=【fJ{F} (6) 

其中{A}为广义位移向量，{F}为广义力向量 厂]为单元柔度矩阵。同时，在变截面处以各单肢板的剪 

力矢量、弯矩矢量与外力系的平衡条件，它们的转角和挠度变形协调条件，可求出变截面处两边截面的 

剪力矢量、弯矩矢量。此时，该问题就转换为两段悬臂梁的计算求解问题。下面结合具体例子来说明。 

3 示例 ． 

[例 2] 图3所示为一两端固定变截面薄壁梁，两端截面尺寸如图4所示，各单肢板的厚度 t均为l cm， 

在变截面处的一单肢上作用有集中力 P=10 kN，试计算出两固端截面3—3、4—4的正应力分布图。 

图 3 变截面梁受力图及剖切面位置 葸图 

解：(1)首先将梁从变截面处断开，分别计算出各单肢板单独弯矩矢量作用下变截面处两边截面的 

单位纵向翘曲位移图和各转角向径以及在相应荷载作用下截面的翘曲惯矩 ，l—l截面在前文已经 

给出(如图2)，2—2截面见图5。 

(2)建立单元柔度矩阵 

由(2) (4)式以及(6)式可建立截面各单肢板转角的导数(即弯曲曲率)与各单肢板弯矩矢量的矩 

阵方程组 

{ }=[f]{Mi} (7) 

其中 

[门 = 

r11 

n 

r11 

2 

r11 

3 

r99 

n 

r99 

r99 

r33 

n 

r33 

23 

r33 

(8) 

即薄壁杆空间变形的单元柔度矩阵，它是对称矩阵。 

梁左右两端截面各单肢板的编号如图4所示，把相关数据代人上式中得到左、右端截面空间变形单 

元柔度矩阵分别为(长度单位：cm) 

厂0．230 377 0．066 055 0 0．068 8Cr7 3] 
1 l I 

[广]= 1 0．066 055 0 0．055 045 7 o．107 339 l 
0．068 807 3 0．107 339 0．674 312 J 
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厂0．674 312 0．107 339 0．068 807 3] 

[尸]= 1 0·l0r7 339 0．055 o45 7 0．066 055 0 I 
L0

．
O68 807 3 0．066 055 0 0．230 377 J 

21 976 

(3)列平衡方程 

按图4规定的正值方向，根据变截面处各单肢板脱离体内、外力系的平衡条件有 

Ml_M} M!=M； Mj=鹏 

Q}+Q}+P=0 Q!+Q；=0 Q3+Q；=0 (9) 

(4)建立各单肢板的位移和转角方程 

分别计算断面、的各单肢板的转角和位移，由(2) (7)式及弯矩矢量和剪力矢量之间的微分关系， 

写出如下矩阵方程组： 

即 

将断面 1—1、2—2加以上角标 

0i 

0i 

03 

Ollt 

／z 

／z 

1 
一

lO3E 

O．23O 377 

O．O66 Q55 O 

O．O68 8Or7 3 

O．1l5 189 

O．033 027 5 

O．O34 403 7 

；／2／2 )[f] ]12／2 f 13／3 f J L( )[] ( )[] 
= [ 

1和2以示区别，代人相关数据得它们的转角和位移矩阵为 

O．O66 O55 O 

O．Q55 O45 7 

O．1O7 339 

O．033 027 5 

O．027 522 9 

O．O53 669 5 

O．O68 8Or7 3 

O．1O7 339 

0．674 312 

O．O34 403 7 

O．Q53 669 5 

0．337 156 

O．115 188 5 

O．033 027 5 

O．O34 403 7 

O．O76 792 3 

O．022 018 3 

O．022 935 8 

O．o33 027 5 

O．027 522 9 

O．053 669 5 

O．022 018 3 

0．018 348 6 

O．035 779 7 

O．O34403 7 

0．Q53 669 5 

0．337 156 

O．022 935 8 

O．035 779 7 

O．224 771 

一 ●． 

一 r 

啦 
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0} 

0； 

0； 

02,／t 

02,／t 

；／z 

1 
—

103E 

0．674 312 

0．10r7 339 

0．O68 8Or7 3 

0．337 156 

0．053 669 5 

0．034 403 7 

0．10r7 339 

0．055 o45 7 

0．O66 055 

0．Q53 669 5 

0．027 522 9 

0．033 027 5 

0．O68 8Or7 3 

0．O66 Q55 0 

0．230 377 

0．034 403 7 

0．033 027 5 

0．115 188 5 

根据平衡方程(9)，消去Ml2、 ；、 ；、Ol2、Q；、Q；，得 

0{ 

0； 

}／z 

／z 

；／z 

1 
—

103E 

0．674 312 

0．1Cr7 339 

0．O68 8Or7 3 

0．337 156 

0．053 669 5 

0．034 403 7 

0．10r7 339 

0．O55 O45 7 

0．O66 055 

0．Q53 669 5 

0．027 522 9 

0．033 027 5 

0．O68 80r7 3 

0．O66 055 0 

0．023 037 7 

0．034 403 7 

0．033 027 5 

0．115 188 5 

0．337 156 

0．053 669 5 

0．034 403 7 

0．224 771 

0．035 779 7 

0．022 935 8 

0．337 156 

0．053 669 5 

0．034 403 7 

0．224 771 

0．035 779 7 

0．022 935 8 

0．053 669 5 

0．027 522 9 

0．033 027 5 

0．035 779 7 

0．018 348 6 

0．022 0183 

0．053 669 5 

0．027 522 9 

0．033 027 5 

0．035 779 7 

0．018 348 6 

0．022018 3 

0．034 403 7 

0．033 027 5 

0．115 189 

0．022 935 8 

0．022 018 3 

0．O76 792 3 

0．034 403 7 

0．033 027 5 

0．115 189 

0．022 935 8 

0．O22 018 3 

0．O76 792 3 

由变截面处的变形协调条件有 

0i=一0}；01=一0；；03=一0；； ；： }； !：o22；05：0； 

替换相同变形量，联立求解两矩阵方程组，得断面 1—1、2—2上的弯矩矢量和剪力矢量值 

Mi：M}=446．373 753 kN·cm M!： ：57．973 283 kN·cm 

M1：M；：一5．391 260 kN·m Qj z=一1 195．255 025 kN·cm 

Ol2t=一804．74 975 kN·cm Olt=一p；z：200．343 840 kN·cm 

Q；Z=一Qj Z=一8．697 439 kN。cm 

(5)求截面应力 

梁端截面 3—3、4—4各单肢板上的弯矩矢量为： 

3—3： Mf：M{+Q{Z：一748．881 272 kN·cm 

Mi=M!+Q12=253．31 123 kN·cm 

M；：M；+Q；z：一14．088 699 kN‘cm ． 

4—4： M4：Mf+Qf z：一358．371 222 kN·cm 

M4：Mi+pi Z：一142．370 557 kN·cm 

鹏 ：M；+p；Z：3．306 179 kN·cm 

依照叠加原理，截面任一点的应力计算式为： 

M'I rll(．on1 r22o~n2 r33o~n3 

Ll 一+ L2一 + 3一 

式中 cU (i：1、2、3)表示在 f作用下的单位翘曲位移图中 

，l点的坐标值，计算出3—3、4—4截面各节点的应力值如图 

6所示。实际上，还可以计算出其他截面各点的应力和位 

移值。需要说明一点的是计算出来的截面位移值由于没有 

考虑自由扭转刚度的影响要比实际值偏大，但是这种差值 

32．284 95 N／mm2 

』l，} 

州 

一 Q{z—P／ 

一 Q!z 

— Q31 

． 325664N／mm： 

图6 两固端截面正应力图 

是比较微小的，而且是偏安全考虑，从实用性和精度的角度来衡量，上面的计算方法是比较优越的。 

下面，再来求断面 1—1、2—2在相应的弯矩矢量和剪力矢量作用下的转角和位移，看是否满足该处 

的变形协调条件，由断面 1—1、2—2的转角和位移矩阵以及该处的弯矩矢量值和剪力矢量值，求得 

f0{：一25．069 288 1 05：一2．331 323 325 ．05=一5．968 06×10一’ 

【 {／Z：一34．428 054 86 5／Z：一6．903 791 ；／Z：一5．550 209 63 

鹏 
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r =一 25．069 287 88 =一2．331 323 295 =一3．593 27× 10一， 

【 }／z：一34．428 585 66 ；／z：一6．903 871 ；／z：一5．550 194 087 

可以看出，计算结果满足断面处的变形协调条件，其微小的误差仅是由于计算精度引起的。 

4 结语 

从上文知道，翘曲理论中关于横截面绕转动中心转动的概念，使变形量统一消元为一维问题，使薄 

壁构件的空间变形能够直接计算出来，这不仅在一阶分析中发挥着重大的作用，比如使弯心不共线、错 

位支座等难题迎刃而解；而且对薄壁构件的二阶分析也至关重要，由此能导出薄壁梁柱空间失稳时临界 

力的统一表达式和相应的屈曲模态及其直观描述。 
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摩崖佛殿建筑内部感人的空间氛围，丰富的空间层次都反映出古代工匠在空间营造上的娴熟技巧。 

巴蜀地区古代工匠运用视线设计、尺度对比、自然光线以及室内外空间的渗透与融合等多种手法，成功 

地塑造出具有感染力的摩崖佛殿建筑空间。这种结合自然、因地制宜，以及以人的真实体验和感受为出 

发点的设计理念对今日的建筑设计无疑也是具有启迪意义的。 
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