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摘　要：提出一种考虑梁弯曲与剪力滞变形耦合影响的分析箱梁剪力滞效应的有限元方法，导出相

应的有限单元公式。在此基础上，首先分析简支静定箱梁的剪力滞系数和考虑剪力滞影响的梁的

挠度，并与相应的变分法解析结果作对比，然后分析超静定连续箱梁的剪力滞系数，将其结果用叠

加法和系数矩阵法结果进行验证。最后分析剪力滞对超静定多跨连续箱梁内力及变形的影响。结

果表明：剪力滞对静定和超静定箱梁变形及截面应力重分布的影响较大；剪力滞对超静定箱梁内力

重分布的影响很小，可以在设计计算中忽略不计。
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　　剪力滞问题是薄壁箱梁的重要力学特征之一。

关于箱梁剪力滞理论和分析方法的研究已有很多，

并取得了一些有价值的成果，部分如文献［１１９］。

其中大多数采用能量变分法［１１０，１９］、比拟杆法、有限

条法和板壳有限元法。最近一些研究者试图用梁段

有限元法分析箱梁的剪力滞效应，利用变分法导出

了１个每结点考虑了１个剪力滞自由度的薄壁箱梁

单元的矩阵公式［６１０］。这种用梁段有限元法分析箱
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梁剪力滞效应的方法由于简单方便、同时适应范围

广而更具有实用性。然而，由于这种方法在单元分

析中仅考虑了一个剪力滞自由度，不能很好地适应

于各种剪力滞分析的边界条件，如仅可以满足当φ

＝０（φ为剪切转角的最大差值）时的边界条件，但

当需要φ′＝０的边界条件时则无法考虑。

为此，文献［１９］提出了一种基于梁段单元的分

析箱梁剪力滞效应的系数矩阵法。该方法首先假定

剪力滞的影响只改变梁截面上正应力的分布，但不

改变梁的截面内力沿梁纵向的分布；在此基础上导

出了求解箱梁剪力滞效应的单元系数矩阵和广义荷

载列阵。文献［１９］中的系数矩阵法简单、方便，计算

精度也较高（当为静定结构时与解析解完全一致），

适应不同边界和荷载条件下的实际结构的剪力滞效

应分析。但该方法由于未计入剪力滞变形与梁竖向

位移的耦合影响，因此分析时不能同时考虑剪力滞

对梁变形以及结构内力重分布的影响。

该文采用与文献［１１０］，［１９］相同的考虑剪力

滞效应的变分法基本原理，但与文献［６１０］中方法

不同的是提出了一个每结点有２个剪力滞自由度的

新的基于梁单元的有限元方法。另外与文献［１９］不

同的是考虑了剪力滞变形与梁竖向弯曲变形的耦合

影响，提出了剪力滞影响刚度矩阵的概念，导出了相

应的有限单元分析公式，并分析了剪力滞对超静定

结构内力的影响。

１　考虑剪力滞变形与弯曲耦合影响的

梁单元公式

　　薄壁箱梁在竖向荷载作用下，翼板的纵向位移

沿横向可以表示为三次抛物线分布［２３］（是对 Ｅ．

Ｒｅｉｓｓｎｅｒ所采用二次抛物线线性的修正）。

狌（狓，狕）＝犺犻
ｄ狏
ｄ狓
＋ １－

狕３

（α犫）（ ）３ φ（狓［ ］） （１）

其中，狏为梁的竖向位移；狌（狓，狕）为梁的纵向位移；

φ（狓）为剪切转角的最大差值；犫为箱室翼板净宽的

一半；α为翼板悬臂部分相对宽度的修正因子；犺犻为

截面形心轴至翼板中面的距离。

应用变分法，可以得到关于φ（狓）和狏的微分方

程和边界条件［３］。与箱梁剪力滞分析变分法微分方

程相对应的单元应变能可以表示为［３８］
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其中，犐为截面形心主惯性矩，犐ｓ为上下翼板对

截面形心轴的惯性矩（犐＝犐ｗ＋犐ｓ，其中犐ｗ 为腹板

对截面形心的惯性矩）；犈为弹性模量，犌为剪切模

量；狀和犽称作瑞斯纳（Ｒｅｉｓｓｎｅｒ）参数。

考虑箱梁剪力滞变形与弯曲耦合影响的梁单元

如图１所示。单元的结点位移向量和结点力向量分

别定义为：

图１　梁单元

｛｝δ ＝ ［狏犻　θ犻　φ犻　φ犻′　狏犼　θ犼　φ犼　φ犼′］
Ｔ

（３）

｛ ｝犉 ＝ ［犙犻　犕犻　犛犻　犜犻　犙犼　犕犼　犛犼　犜犼］
Ｔ

（４）

其中，狏犻和狏犼为竖向位移；θ犻和θ犼为角位移；φ犻、

φ犻′和φ犼、φ犼′为单元两端的广义剪力滞位移参数；犙犻

和犙犼为剪力；犕犻和犕犼为弯矩；犛犻、犜犻、犛犼和犜犼分别

为与φ犻、φ犻′、φ犼和φ犼′对应的广义剪力滞单元结点力。

单元的外力势能为

犞 ＝－｛｝δ
Ｔ｛ ｝犉 －∫

犾

０
狇狔（狓）狏（狓）ｄ狓 （５）

其中，狇狔 为单元上的竖向分布荷载。

单元的总势能为

Π＝犝＋犞 （６）

对竖向位移狏和剪力滞位移φ均选用三次抛物

线插值函数，分别用 ［犖狏］和 ［犖φ］表示。有

狏＝ ［犖狏］｛｝δ （７）

φ＝ ［犖φ］｛｝δ （８）

将式（７）和（８）代入式（６），并对总势能取驻值，

得到单元刚度矩阵

［犓］＝ ［犓犲］＋［犓狊］ （９）

其中

［犓ｅ］＝犈犐∫
犾

０

［犖狏″］
犜［犖狏″］ｄ狓 （１０）
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熿

燀

燄
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（１１）

　　其中

狑１ ＝
３犈犐ｓ
８犾

狑２ ＝
９犈犐ｓ
１４

１

３０犾

狑３ ＝
９犌犐ｓ
５犫２

犾
４２０

狑４ ＝３６狑２＋１５６狑３

狑５ ＝３犾狑２＋２２犾狑３

狑６ ＝４犾
２（狑２＋狑３）

狑７ ＝－３６狑２＋５４狑３

狑８ ＝３犾狑２－１３犾狑３

狑９ ＝－犾
２（狑２＋３狑３）

［犓ｅ］为单元的弹性刚度矩阵，其非零元素与一

般梁单元相应元素相同；［犓ｓ］称为剪力滞影响刚度

矩阵，它包含了竖向位移与剪力滞位移的交叉耦合

影响。因此，这里的 ［犓］则可以称为箱梁考虑了剪

力滞影响的单元刚度矩阵。

２　剪力滞系数

剪力滞系数λ定义为

λ＝
σ狓

σ狓
（１２）

其中，σ狓 为按照初等梁理论计算得到的薄壁箱

梁任意截面上的应力，σ狓 为考虑剪力滞影响后箱梁

任意截面上的应力。在腹板和翼板的交界处 （狕＝

犫）剪力滞系数为

λ狑 ＝１＋
３犈犐ｓ
４犕（狓）φ

′ （１３）

在翼板中点处（狕＝０）剪力滞系数为

λ犮 ＝１－
犈犐
犕（狓）

１－
３犐ｓ
４（ ）犐 φ′ （１４）

３　算例

为验证该方法的正确性和计算结果的精度，首

先对文献［３］中一简支梁在均布荷载作用下梁的挠

度和剪力滞系数作了分析，并将计算结果与文献［３］

变分法解析结果、文献［１９］中提出的系数矩阵方法

结果以及一般有限元方法结果作了对比，如图２和

图３。然后对相同截面几何与物理参数的一两跨连

续梁在均布荷载荷载作用下梁的挠度和剪力滞系数

分别用该方法、文献［３］中的叠加原理方法和系数矩

阵方法作了对比分析，其结果如图４和５。最后用

该方法和一般有限元方法对一两跨连续梁和一三跨

连续梁的内力进行了对比分析，其结果如图６－图９

和表１。该简支梁和连续梁的截面几何参数与物理

参数分别为：犃＝６．３３５ｍ２；犐＝４．７３４ｍ４；犐ｓ ＝

４．３０５ｍ４；犫＝３．０５ｍ；犈＝３．５×１０５ ＭＰａ；犌／犈

＝０．４３；计算中梁的参考分布荷载集度为梁的自重

荷载狇＝１５８．０ｋＮ／ｍ。梁的跨度对于简支梁为

犾＝３０ｍ，连续梁为犾＝４０ｍ。

图２　简支梁在均布荷载下的挠度

图３　简支梁在均布荷载下剪力滞系数沿梁纵向分布

图４　两跨连续梁在均布荷载下的挠度
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图５　两跨连续梁在均布荷载下剪力滞系数沿梁纵向分布

图６　两跨连续梁在均布荷载下剪力图

图７　两跨连续梁在均布荷载下弯矩和剪力滞附加弯矩图

图８　三跨连续梁在均布荷载下剪力图

图９　三跨连续梁在均布荷载下弯矩和剪力滞附加弯矩图

由图２－９和表１，可以得出：

１）剪力滞对箱梁挠度的影响是明显的。进一步

分析表明，对相同截面参数的梁，其刚度越大（意味

着跨度相应减小），这种影响比重就越大。

２）无论对简支梁或连续梁，用有限梁段方法分

析得到的梁的挠度和剪力滞系数结果与变分法解析

结果［３］几乎完全一致；２种方法挠度的最大相对误差

表１　两跨连续梁截面内力比较

截面位置
剪力（ｋＮ）

本文 一般有限元 差异％

弯矩（ｋＮ·ｍ）

本文 一般有限元 差异％

边支座ｘ＝０ ２３７７．７ ２３７０ ０．３２ ０ ０ ０

Ｌ／４（ｘ＝１０ｍ） ７９７．７ ７９０ ０．９７ １５８７６．６ １５８００ ０．４８

Ｌ／４（ｘ＝２０ｍ） －７８２．３ －７９０ －０．９７ １５９５３．２ １５８００ ０．９７

３Ｌ／４（ｘ＝３０ｍ） －２３６２．３ －２３７０ －０．３２ ２２９．７ ０

中间支座左 －３９４２．３ －３９５０ －０．１９ －３１２９３．７ －３１６００ －０．９７

一般小于０．１％；２种方法剪力滞系数的最大相对误

差一般也小于０．１％，仅当单元数目很小时在弯矩

接近零或中间支座截面附近的区域相对误差稍大，

但也仅为２％左右。剪力滞系数在弯矩接近零的区

域稍大的原因是由于剪力滞系数定义中（式（１３）和

（１４））弯矩在分母上的缘故。由文献［３］、［５７］、

［１０］可知，变分法结果与试验结果、有限条法和板壳

有限元法结果吻合良好，因此该方法结果同样也具

有很好的精度。

３）用文献［１９］提出的系数矩阵方法分析得到的

简支梁和连续梁的剪力滞系数结果与变分法解析结

果、叠加法结果［３］完全一致，表明用文献［１９］方法计

算静定与超静定结构的剪力滞系数其精度是很好

的。区别在于用本文方法可以计入剪力滞对梁竖向

弯曲刚度的影响，另外对于超静定结构也能反应剪

力滞引起的梁的刚度变化对结构内力重分配的影

响。

４）通过对两跨连续梁和三跨连续梁截面内力结

果的分析，表明剪力滞效应对超静定结构内力重分

配的影响较小，在实际应用和进一步的研究工作中

可以忽略不计。这也从另一方面证明了该方法和文

献［１９］提出的系数矩阵法都是十分有效的。在实际

应用中具体采用哪种方法可以根据所要求解问题的

目的决定。

４　结论

分析了简支箱梁和连续箱梁的剪力滞系数和考

虑剪力滞影响的梁的挠度，其结果与变分法解析结

果吻合很好，验证了该方法的有效性和可靠性。对

简支梁，超静定两跨连续和三跨连续箱梁考虑剪力

滞效应的变形和截面内力的分析结果表明，剪力滞

效应对静定和超静定箱梁变形及截面应力的影响较

０１ 土 木 建 筑 与 环 境 工 程　　 　　　　　　　　　　　　　　第３２卷

欢迎访问重庆大学期刊社 http://qks.cqu.edu.cn



大；但对超静定箱梁内力重分布的影响较小。在实

际应用或进一步的研究工作中可以忽略剪力滞效应

对超静定箱梁内力重分布的影响。
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