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摘　要：提出了水平荷载作用下，考虑土体非线性性质的砂土地基中长桩性状的分析方法。依据前

人的研究成果，认为任一深度处水平土反力模量与地面处桩的位移存在一个衰减的指数函数关系。

假定水平土反力模量和极限土反力均沿深度线性增长，认为随着桩位移增大，桩前土体由弹性逐渐

达到塑性屈服，对于２种状态，分别建立桩的基本微分方程。分别采用Ｇｌｅｓｅｒ有限差分结合迭代法

和Ｒｅｅｓｅ－Ｍａｔｌｏｃｋ法给出了２组四阶变系数非线性微分方程的近似解答。现场试验和数值算例

证明，该法较传统的ｍ法计算结果更接近实测值，较狆－狔法方便可行，既适用于小位移的情况，也

适用于桩顶出现较大位移的情况，因此，在缺乏试验参数的情况下，可以代替狆－狔曲线法用于工程

计算。
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　　近年来，承受水平荷载的超长竖直桩被广泛应

用在海洋工程中，但是，水平受荷长桩的理论研究却

不够完善，尤其是砂土地基中的水平受荷长桩，更少

见研究。桩的水平荷载试验证明，水平荷载与桩挠

度在挠度很小的阶段就呈非线性关系，当挠度继续

增大，桩前土体会达到塑性屈服［１］。因此，只有考虑

土体的非线性和塑性屈服，才能反映桩的真实性状，

尤其是在靠船码头等容许桩发生较大位移的工程

中，更应该考虑土体的塑性屈服，这是传统的 ｍ法

做不到的，狆－狔曲线法虽然考虑了土体的非线性和

塑性屈服，但是由于大多是基于试验所得，在缺乏必

要的试验参数的情况下，很难被采用，而且，必须把

地基土性质化为数学上的某种模型才能计算桩的性

状，模型建立的不适当会给收敛计算带来很大麻烦。

基于以上的考虑，越来越多的学者开展了水平

受荷单桩的非线性研究，力求建立一个合适的模型，

既准确又方便计算。其中包括Ｂｅｈｒｏｕｚ
［２］的有限元

模型，吴锋［３］、王梅［４］等的试验研究，ＷｅｉＤｏｎｇ

Ｇｕｏ
［５６］的理论分析等，均对桩的非线性研究有一定

的指导意义，但是目前尚没有一个针对砂土地基，水

平受荷长桩性状分析的合适模型。Ｐｒａｋａｓｈ 和

Ｋｕｍａｒ
［７］等通过研究 Ｍｗｉｎｄｏ

［８］的现场试验结果，总

结出适合于砂土地基的水平土反力模量与地面处桩

位移之间的非线性关系表达式，章连洋［９］应用该关

系式分析了砂土地基中水平荷载作用下刚性桩的受

力性状，计算值与实测值符合的较好。由于长桩与

土相互作用的机理和破坏方式与短桩不同，章连洋

的计算方法不适合长桩的计算，因此，该文在章连洋

的基础上，研究了砂土地基中水平荷载作用下长桩

的性状。计算模型中，假设水平土反力模量和极限

土反力沿深度线性增长［９１０］，土反力模量和桩位移

之间是非线性关系，考虑桩前土体处于弹性和达到

塑性屈服两种状态，分别建立桩的基本微分方程，由

于涉及四阶变系数非线性微分方程的解答，数学上

非常难解，该文给出了该方程的近似解答，由此可计

算出沿桩身任一截面的位移和内力。算例证明，较

ｍ法计算准确，既适合桩体发生小位移的情况，也适

合桩体发生较大位移的情况。又由于计算较狆－狔

曲线法方便可行，因此在缺乏实测参数的情况下，可

代替狆－狔曲线法，用于工程实践。

１　分析方法

１．１　基本假定

１）桩是完全埋入砂土地基中的长桩，桩宽为

犅，长度为犔，弯曲刚度犈Ｐ犐Ｐ，桩顶自由，承受水平

力犎０ 和弯矩犕０ ，如图１（ａ）所示。

２）假定土反力模量犽ｈ 沿深度线性增长
［９１０］，极

限土反力狆ｕ沿深度线性增长Ｂｒｏｍｓ
［１１］，如图１（ｂ）、

（ｃ）所示。

图１

犽ｈ＝狀ｈ狕 （１）

狆ｕ＝犿０狕 （２）

式中：狀ｈ为水平地基反力常数；犿０ 为极限土反力沿

深度线性增长的比例系数。

３）土反力狆和桩位移狔 之间是非线性关系，随

着狔增大，狆渐渐达到极限土反力狆ｕ，如图２所示。

图２　土反力和桩位移关系曲线

１．２　２种情况

基于以上假定，对长桩性状的分析分为２种情

况：

１）水平荷载较小，桩前土体仍处于弹性状态，如

７２第４期 夏唐代，等：非线性条件下砂土地基中水平受荷长桩的性状分析
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图３（ａ）所示。建立桩的挠度曲线微分方程：

犈Ｐ犐Ｐ
ｄ４狔
ｄ狕４
＋狆（狕，狔）＝０ （３）

结合地基反力法，令

狆（狕，狔）＝犽ｈ狔 （４）

式中：狆（狕，狔）为单位桩长的土反力。

图３　土反力沿桩身的分布曲线

由式（１）、（３）、（４）得：

犈Ｐ犐Ｐ
ｄ４狔
ｄ狕４
＋狀ｈ狕狔＝０ （５）

２）水平荷载足够大，使得桩前狕０ 深度以上土体

达到塑性屈服（对于长桩，不出现桩的全长范围内的

水平向地基屈服［１１］），如图３（ｂ）所示。建立桩的挠

度曲线微分方程：

犈Ｐ犐Ｐ
ｄ４狔
ｄ狕４
＋狆（狕，狔）＝０ （６）

狆（狕，狔）＝狆ｕ＝犿０狕（狕≤狕０） （７）

狆（狕，狔）＝狀ｈ狕狔（狕≥狕０） （８）

由文献［１１］

犿０ ＝３犓Ｐγ０犅 （９）

犓Ｐ＝ｔａｎ
２（４５°＋φ

２
） （１０）

式中：犓Ｐ为郎肯被动土压力系数；γ０为土的重

度（为了和下文的剪应变符号γ区分，这里用γ０ 代

表土的重度）。

分析桩的性状之前，必须先判断在给定的水平

荷载下，桩前土体处于哪种状态，对于状态判断和２

组方程的解法，将在第３节介绍。

１．３　水平土反力模量犽犺的非线性性质

在砂土地基中，假定水平土反力模量犽ｈ 沿深度

线性增长。由假定３可知，犽ｈ和狔之间是非线性关

系，犽ｈ随着狔的增大而减小。许多学者研究了犽ｈ和

狔之间的关系，包括Ｂｈｕｓｈａｎｅｔａｌ
［１２］，Ｍｗｉｎｄｏ

［８］，

Ｋｕｍａｒ
［１３］，Ｐｒａｋａｓｈ和Ｋｕｍａｒ

［７］等。基于现场试验，

文献［１２］提出了不同密实度的砂土地基中，狀ｈ 和

狔０／犅之间的关系，狔０ 是桩在地面处的位移，犅是桩

的宽度或桩径，基于文献 ［７］、［８］、［１３］、［１４］的研

究，文献［９］推导出狀ｈ（＝犽ｈ／狕）和狔０之间的非线性

关系式：

狀ｈ
狀ｈｍａｘ

＝０．０６６（
狔０
犅
）－０．４８ （１１）

式中：狀ｈｍａｘ为γ≤０．００２时的狀ｈ值，γ为桩周土

体剪应变，γ＝
狔０

１．６６７犅
。

早在１９５５年，Ｔｅｒｚａｇｈｉ
［１０］提出了饱和与非饱和

砂土的水平地基反力常数的取值范围，Ｒｅｅｓｅ
［１５１６］通

过现场实验，修正了Ｔｅｒｚａｇｈｉ的建议值，Ｔｅｒｚａｇｈｉ、

Ｒｅｅｓｅ对水平地基反力常数的取值可参考文献［９］

中图４（Ｔｅｒｚａｇｈｉ和Ｒｅｅｓｅ所建议的水平地基反力常

数的取值即相当于式（１１）中的狀ｈｍａｘ）。文献［７］等通

过对文献［８］进行的砂土地基中１４根单桩的现场实

测资料进行分析，得到了适应于不同桩型不同密实

度砂土地基中的狀ｈｍａｘ值，并考虑到地下水位的影响

（地下水位越低，狀ｈ 值越大），提出了修正系数。后

来文献［１４］补充了１４根单桩的实测资料，证实，在

中密和密实砂土地基中，文献［７］对狀ｈｍａｘ 的建议值

是合理的，而在松散砂土地基中，文献［７］对狀ｈｍａｘ 的

建议取值范围略为宽泛，需进一步修正。文献［１４］

修正后的狀ｈｍａｘ的取值见表１，关于地下水影响的修

正系数，仍采用文献［７］的建议值（表２）。比较文献

［９］中图４和本文中表１，可得，对于中密和密实砂

土，文献［１４］的建议值大于Ｔｅｒｚａｇｈｉ、Ｒｅｅｓｅ的建议

值，而对于松散砂土，文献［１４］的建议值和Ｒｅｅｓｅ的

很相近。研究证明 Ｔｅｒｚａｇｈｉ的建议值偏小
［１７］，而

Ｒｅｅｓｅ是建议值是基于两根桩的现场试验结果，缺

乏普遍性，可能引起的误差也较大，因此该文建议选

取文献［１４］对于狀ｈｍａｘ的建议值进行计算。

表１　水平地基反力常数狀ｈｍａｘ 的取值

相对密实度 狀ｈｍａｘ／（ＭＮ·ｍ－３）

密实 ３９．７～７９．５

中密 ２１．５～４５．５

松散 ４．１～１１

表２　不同地下水位时狀ｈｍａｘ 的修正系数

地下水位 修正系数

地表处 １．００

地表下３．０５～４．６ｍ １．６７

地表以下４．６ｍ以下 ２．００

注：地下水处于地表和地下３．０５ｍ之间时，采用插值法计算修

正系数。
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１．４　长桩的判断

此文方法仅适用于长桩的计算，因此计算前需

要判断是否属于长桩，首先计算桩土相对刚度系数

犜：

犜＝

５

犈Ｐ犐Ｐ
狀槡ｈ

（１２）

式中，狀ｈ可按照狀ｈｍａｘ取值。

对于砂土地基中桩顶自由的单桩，当犔 ≥４犜

时，可认为是长桩［１７］。

２　四阶变系数非线性微分方程的解答

２．１　当桩前土体处于弹性状态时的计算

由式（５）、（１１）得：

犈Ｐ犐Ｐ
ｄ４狔
ｄ狕４
＋０．０６６（

狔０
犅
）－０．４８狀ｈｍａｘ狕狔＝０ （１３）

式（１７）等价于：

犈Ｐ犐Ｐ
ｄ４狔
ｄ狕４
＋犽ｈ（狕，狔０）狔＝０ （１４）

这是一个四阶变系数非线性微分方程，数学上

很难得到其解析解，该文提出采用 Ｇｌｅｓｅｒ有限差

分［１，１８］结合迭代原理得到其近似解答。将桩平均分

成狀段，每段长为λ（λ＝犔／狀），节点３代表桩顶节

点，狀＋３代表桩端节点，沿桩顶向上延伸２个虚拟

节点１、２，沿桩端向下延伸２个虚拟节点狀＋４，狀＋

５。式（１４）的近似解为

狔犻＋２－４狔犻＋１＋（６＋犃犻）狔犻－４狔犻－１＋狔犻－２ ＝０

（１５）

犃犻＝
犽ｈｉ
犈Ｐ犐Ｐ

λ
４ （１６）

犽ｈｉ＝狀ｈｍａｘ×０．０６６×（
狔０
犅
）－０．４８×狕犻 （１７）

狕犻＝ （犻－３）×λ （１８）

桩顶自由，将桩端视为自由端，得４个边界条

件：

犎狀＋３ ＝０，则狔狀＋５－２狔狀＋４＋２狔狀＋２－狔狀＋１ ＝０

（１９）

犕狀＋３ ＝０，则狔狀＋４－２狔狀＋３＋狔狀＋２ ＝０ （２０）

犎３ ＝犎０，则狔５－２狔４＋２狔２－狔１ ＝
２λ

３

犈Ｐ犐Ｐ
犎０

（２１）

犕３ ＝犕０，则狔４－２狔３＋狔２ ＝
λ
２

犈Ｐ犐Ｐ
犕０ （２２）

由式（１５）－（２２）得递推公式：

狔１ ＝犆１犃１ （２３）

狔２ ＝犃２＋犅２狔１ （２４）

狔犻＝犅犻·狔犻－１＋犆犻·狔犻－２（犻＝３，４，…，狀＋４）

（２５）

常规的 Ｇｌｅｓｅｒ法用于解四阶变系数微分方程

时，要求犽ｈ犻是常量，否则无法解答，但在该文中，犽ｈ犻

＝犳（狔０）（狔０ 即相当于桩顶节点的位移狔３），而狔０

是未知的，为此，在常规 Ｇｌｅｓｅｒ法的基础上加入迭

代程序，先给定一个初始的狔０ 值，计算各节点的挠

度狔犻，反复迭代计算，直到最后一次计算得到的狔３

与狔０ 的相对误差在给定容许误差ε范围内时，即得

实际的桩顶位移值狔０ 。

为了避免狔０ 初始值给定不当给计算带来的误

差，建议根据Ｒｅｅｓｅ－Ｍａｔｌｏｃｋ法
［１，７］对于给定水平

荷载下桩在地面处位移的近似计算公式取值：

狔０ ＝２．４３５
犎０犜

３

犈Ｐ犐Ｐ
＋１．６２３

犕０犜
２

犈Ｐ犐Ｐ
（２６）

计算犜时狀ｈ按照公式（１１）取值。

下面给出程序计算桩身位移的步骤：

１）输入基本参数狀、犔、犅、犈Ｐ犐Ｐ、犎０、犕０、狀ｈｍａｘ、

狔０、ε；ε为预先设定的狔０和狔３之间的容许相对误差。

２）由式（１６）计算出犃犻（犻＝３、４、狀＋３）。

３）由式（１５）（１９）（２０），依次计算出：犅狀＋４、犆狀＋４、

犆狀＋３、犅狀＋３、犆狀＋２、犅狀＋２。

４）对于犻＝狀＋１…４，３，循环计算出犆犻、犅犻。

５）将式（２１）代入上述过程，依次计算出犅２、犃２。

６）将式（２２）代入上述过程，依次计算出犆１、犃１。

７）由式（２３）－（２５）依次计算狔１、狔２、狔３。

８）判断，若 （狔３－狔０）／狔０ ＞ε，重复１～８；否

则循环计算狔犻（犻＝４、５…狀＋４）；

当狔犻（犻＝１，２…狀＋５）全部计算出后，可由式

（３１）～（３４）计算桩身任一截面处的位移狔犻、转角

θ犻、弯矩犕犻、剪力犛犻和土反力狆犻：

θ犻 ＝－
１

２λ
（狔犻＋１－狔犻－１） （２７）

犕犻＝－
犈Ｐ犐Ｐ

λ
２
（狔犻＋１－２狔犻＋狔犻＋１） （２８）

犛犻＝－
犈Ｐ犐Ｐ
２λ

３
（狔犻＋２－２狔犻＋１＋２狔犻－１－狔犻－２）（２９）

狆犻＝犽ｈ犻狔犻 （３０）

２．２　当桩前土体达到塑性屈服时的计算

在给定水平荷载下，首先判断桩前土体是否已

经达到塑性屈服，由２．１的计算程序，可逐节点计算

出狔犻，对于每一个狔犻值，由式（３０）计算得狆犻，当狆犻

＞狆ｕ犻（狆ｕ犻为该节点处的极限土反力）时，证明土体

已经达到屈服。

设塑性区深度狕０ ，由式（６）－（８）、（１１）得：

犈Ｐ犐Ｐ
ｄ４狔
ｄ狕４
＋犿０狕＝０（狕≤狕０） （３１）
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犈Ｐ犐Ｐ
ｄ４狔
ｄ狕４
＋０．０６６（

狔０
犅
）－０．４８狀ｈｍａｘ狕狔＝０（狕≥狕０）

（３２）

对于一个四阶常微分方程和一个变系数非线性

四阶微分方程的联立解答，数学上未见算法，该文提

出一种近似解法，可以计算出桩的性状。根据文献

［１１］的假设，设狕０ 为桩身最大弯矩的位置，狕０ 以上

地基均达到屈服，狕０ 以下仍为弹性，当桩顶水平荷

载为犎ｔ时，则

犎ｔ＝
１

２
犿０狕０

２ （３３）

将狕０的位置假想为新的地面，狕０以上土反力视

作外荷载，设桩顶处位移狔０ ，假想地面处位移为

狔狕０ 。对 于 式 （３４）的 解 答，由 Ｒｅｅｓｅ－ Ｍａｔｌｏｃｋ

法［１、７］，有：

狔狕 ＝犃狔
犎狕０犜

３

犈Ｐ犐Ｐ
＋犅狔

犕狕０犜
２

犈Ｐ犐Ｐ
（３４）

式中：狔狕 为假想地面以下深度狕处桩身位移；

犃狔 ，犅狔 为深度系数，是狕和狔０ 的函数，可通过文献

［１］查表求得近似值；

犎狕０，犕狕０ 为假想地面处作用的合力和合弯矩；

狕＝狕０ 时：犃狔０ ＝２．４３，犅狔０ ＝１．６２，

由土反力连续条件：

狆狌 ＝犿０狕０ ＝狀犺狕０狔狕０ ＝０．０６６狀ｈｍａｘ
狔０（ ）犅

－０．４８

狕０狔狕０

（３５）

由（３３）－（３５），可解得狕０ ，狔０ 和狔狕０ ，再加上桩

顶边界条件犎 ＝犎ｔ，式（３１）可解，因此，狕０ 以上桩

的内力可解，狕０ 以下桩身内力计算，可参见文献［１］

Ｒｅｅｓｅ－Ｍａｔｌｏｃｋ法。

３　算例分析

３．１　桩前土体处于弹性状态

扶余松花江大桥ＩＶ＃试桩
［１９］，地质条件：０～１４

ｍ，中砂，中密，饱和；１４～１７ｍ，粗砂，中密，饱和；１７

～２１ｍ，砂质粘土，密实，半坚硬。桩的物理几何特

征：钻孔灌注砼桩，有钢筋骨架，桩径犅 ＝１．６２ｍ，

桩长犔 ＝１８．８ｍ。对桩顶分别施加３００ｋＮ、４００

ｋＮ、５００ｋＮ、６００ｋＮ的水平力，地面处载荷比值犲＝

犕０／犙０ ＝０．２５ｍ，犈Ｐ犐Ｐ ≈６．３ＧＮ·ｍ
２。由于是中

密～ 密 实 砂 土 地 基，由 表 １，选 取 狀ｈｍａｘ ＝ ４５

ＭＮ／ｍ３ ，计算犜＝２．６９，犔／犜＝６．９９＞４，所以为长

桩。由于没有给出土层的粘聚力犮内摩擦角φ 值，

可按经验，取犮＝０，φ＝３８°，γ０＝２０ｋＮ／ｍ
３，地下水

位于地表处，计算犓犘＝３．８５，犿０＝１８７。采用文中

方法和传统的ｍ法比较，对于 ｍ法，则取犿×犅＝

４５ＭＮ／ｍ３（犅为桩径）。计算时将桩划分为４０个单

元，计算出给定水平荷载下的桩顶位移和转角，当

犎０ ＝６００ｋＮ，犕０ ＝１５０ｋＮ·ｍ时，计算出了桩身

弯矩分布，结果如图４－６所示。

图４　桩顶位移与水平荷载关系曲线

图５　桩顶转角与水平荷载关系曲线

图６　桩身弯矩随深度变化关系曲线（犎０ ＝６００犽犖）

由３．１的程序判断，在犎０ ＝６００ｋＮ时，桩前土

体仍处于弹性状态，但是当犎０＞３００ｋＮ时，虽然桩

顶最大位移仅有４．０４ｍｍ，土体已经表现出明显的

非线性性质（图４－５），使用ｍ法计算会有一定的误

差，该文对于桩顶位移和转角，桩身弯矩的计算（图

６）与实测值比较接近，比ｍ法更精确。

３．２　桩前土体部分达到塑性屈服

文献［２０］用“一维梁—柱有限单元”的数值解法

计算了砂土地基中的钢筋混凝土钻孔灌注桩的性
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状。假设在给定荷载下，桩身一直保持线弹性工作

状态，而桩前土体土反力和位移的关系服从Ｒｅｅｓｅ

ｅｔａｌ
［１５］的狆－狔曲线，即随着位移增大，土体由弹性

达到塑性屈服。桩长犔＝１５ｍ，桩径犅＝０．５ｍ，桩

身弹性模量犈犘 ＝４１０００ＭＰａ，砂土重度γ０ ＝１８

ｋＮ／ｍ３，有效内摩擦角φ′＝４０°，文中给出狀ｈｍａｘ ＝

１７．５ＭＮ／ｍ３，对桩顶分别施加１００～５００ｋＮ的水

平力。计算犈Ｐ犐Ｐ≈０．１２６ＧＮ·ｍ
２，犜＝１．４８，犔／犜＝

１０＞４，所以为长桩。计算 犓Ｐ ＝４．６０，犿０ ＝

３犓Ｐγ０犅＝ １２４，对于 ｍ 法，取 犿 ×犅 ＝ １７．５

ＭＮ／ｍ３。计算时将桩划分为３０个单元，计算出给定

荷载下的桩顶位移，当犎０ ＝５００ｋＮ时，计算出了桩

身弯矩分布，结果如图７－８所示。

图７　桩顶位移与水平荷载关系曲线

图８　桩身弯矩随深度变化关系曲线（犎０＝５００犽犖）

由文献［２０］中采用的土体狆－狔曲线模型可知，

在犎０ ＝１６０ｋＮ时，桩前已产生塑性区；由该文３．１

的程序判断，犎０ ＝２５０ｋＮ时，桩前土体出现塑性

区，两者的差别主要在于狆－狔曲线模型选取不同，

文献［９］是以位移判断是否屈服，而此文是以土反力

判断的，但是差别并不大，说明此文模型的合理性。

同时说明，当 犎０ ＞２５０ｋＮ时，桩前一定存在塑性

区。由图８可知，犎０＜３００ｋＮ时，考虑土体塑性屈

服和不考虑塑性屈服的计算位移几乎相同，这是因

为塑性区范围较小，对于土体位移影响并不大；当

犎０ ＞４００ｋＮ时，不考虑塑性屈服的计算位移与文

献［２０］中计算值差别较大，而考虑土体塑性屈服的

计算位移更接近文献［２０］中计算值，更偏于安全，这

是因为土体塑性区范围已经扩大，对于土体位移影

响变大。由图８可知，考虑了土体塑性屈服的弯矩

计算值更接近文献［２０］中计算值。而同时可知，在

这种桩顶发生较大位移的情况，土体表现出明显的

非线性性质，ｍ法计算的位移和弯矩远远小于数值

计算值，不再适用。

４　结论

１）对于水平土反力模量的选取，考虑了土体的

非线性性质，能更好地反映土体的实际受力性状。

２）考虑桩前土体处于弹性和达到塑性屈服２种

状态，因此，既适用于小位移的情况，也适用于桩基

容许出现大位移的情况，考虑土体塑性屈服的计算

值比未考虑塑性屈服的更接近实测值，且偏于安全。

３）基本微分方程是四阶变系数非线性微分方

程，该文给出了该方程的近似解答，使得计算方便可

行。

４）算例证明，该方法较ｍ法计算准确，较狆－狔

曲线法计算方便，在缺乏实测参数的情况下，可代替

狆－狔曲线法，用于工程实践。

５）水平反力地基常数狀ｈｍａｘ 的取值范围是基于

有限试验资料所得，取值不合适会造成一定的计算

误差，因此需对此进行进一步探讨。
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