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摘　要：为了解决高饱和度土的连续性条件表述的复杂性并由此建立相应的固结方程，从质量守恒

的角度，避免了非饱和土中气相体积难以确定的困难，建立了土体的一维连续方程。假设Ｔｅｒｚａｇｈｉ

有效应力原理依然适用于高饱和度土，推导了一维固结方程。在Ｔｅｒｚａｇｈｉ一维固结的假设基础上，

再假设固结过程中饱和度为常数，求解了解析解。然后分析了高饱和度土的固结特性。结果表明：

１）高饱和度固结方程与Ｔｅｒｚａｇｈｉ的一维固结方程形式完全一致，但是固结系数不同；２）因初始瞬时

变形，初期固结度与饱和土的差别较大，随后差值减小；当时间因子等于１时，高饱和度土的固结度

与饱和土基本相同；３）高饱和度土的固结完成时间与相应饱和土相比较，要延长；饱和度越小，土体

的压缩性越小，其固结完成时间比越大。
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　　通常认为水面（或地下水位）以下的土是饱和

土。而实际上水面下的天然土往往含有气泡，并不

一定完全饱和；比如湖海底的沉积土以及泥炭土等

中可能含有甲烷等有机气体形成的大小气泡［１］，另

外对某地区软土的勘察，百余项地质勘察报告均显

示软土的饱和度并非１００％，一般大于９４％
［２］。虽

然如此，工程上往往按饱和土来处理的［３］。但是这

类高饱和度土的固结压缩特性与完全饱和土的固结

特性是有差异的，比如存在明显的瞬时沉降变

形［４５］。这是因为其前提假设相对于完全饱和土发

生了一些变化，比如孔隙流体的压缩性已经不可以

忽略。因此对高饱和度土的连续方程和固结方程应

重新给予考虑和梳理。

对于饱和土的连续性问题，体积守恒等式是适

用的；但当土体是三相体时，体积的守恒式就显得复

杂。如对高饱和度土的连续性描述为：在不排水条

件下，高饱和度土排出的水气混合物量等于土骨架

的压缩量与水气混合物的回弹量之和［６］；将水和气

看成混合的可压缩流体，提出混合流体的连续性为

单位土体体积的压缩量等于排出的流体体积与残存

流体压缩量之和［７］；土体单元中渗流出的水体积等

于孔隙中水体积的变化量［８］等。

可见，对于高饱和度土的体积守恒式从不同的角

度有不同的表述方式，这在理解上是困难的。有必要

以新的思路来建立连续性方程。对于非饱和土的连

续方程，若按体积守恒，建立的困难主要在于气相体

积的变化难以把握［９］。不过，如果从质量守恒的角

度，则可以避免气相给连续性问题所带来的麻烦，因

为气体质量的变化在一般情况下是可以忽略的。

为此，拟建立了一个可变体积的微六面体元，使

该微六面体元中的土粒质量不随运动过程而变化，

推导出非饱和土体的连续方程。在这个连续方程的

基础上，假设有效应力原理仍适用于高饱和度土，引

入与太沙基一维固结相类似的假设，建立起了一维

固结方程，随后分析讨论了其固结特性。

１　一维连续方程

如图１，取一微六面体元，令土粒质量不随运动

过程而变化，于是经体元面迁移的质量仅是混合流

体的质量。设孔隙水的密度为ρｗ，渗流速度为狏ｗ；

孔隙中气体的密度为ρａ，流动速度（与渗流速度类

似，也指的是相对于整个截面的假想流速）为狏ａ。那

么，在狕轴方向上，单位时间内流入的质量为（ρｗ狏ｗ

＋ρａ狏ａ）ｄ狓ｄ狔，流出的质量为

（ρｗ狏ｗ＋ρａ狏ａ）ｄ狓ｄ狔＋


狕
［（ρｗ狏ｗ＋ρａ狏ａ）ｄ狓ｄ狔］ｄ狕

这里，在狕轴方向上的上下边界可能是变动的，

即控制体为可变体积，要求速度是相对于边界面的

相对速度。上式即为泰勒展开式，当ｄ狕为小量的

时候才成立。

对于体元内质量的变化，设狋时刻该点土体密

度为ρ（狓，狔，狕，狋）。于是，狋时刻体元内质量为

ρｄ狓ｄ狔ｄ狕，则单位时间体元内的质量增加为（在压缩

过程中ｄ狕将随时间发生变化）

ρ
狋
ｄ狓ｄ狔ｄ狕＋ρ

ｄ狕

狋
ｄ狓ｄ狔

根据质量守恒定律，体元内质量的增加等于流

入体元的总质量，等式两边消去ｄ狓ｄ狔ｄ狕，整理得

ρ
狋
＋ρ
ｄ狕
ｄ狕狋

＝－


狕
（ρｗ狏ｗ＋ρａ狏ａ） （１）

由微元体体积ｄ犞＝（１＋犲）ｄ犞狊，则ｄ犞＝犲ｄ犞ｓ，

又有ｄ犞＝ｄ狓ｄ狔ｄ狕及ｄ犞＝ｄ狓ｄ狔·ｄ狕，所以：

ｄ犞／ｄ犞 ＝犲／（１＋犲）＝ｄ狕／ｄ狕 （２）

于是，将上式代入式（１），可得

ρ
狋
＋ ρ
１＋犲

犲

狋
＋


狕
（ρｗ狏ｗ＋ρａ狏ａ）＝０ （３）

式中，犲为土体孔隙比。

图１　通过可变微六面体元的一维混合流体渗流

若土体颗粒和孔隙水不可压缩，并忽略气体质量，

令犛ｒ为土体饱和度，犱ｓ 为土粒比重，由ρ＝ρｗ（犱ｓ＋

犛ｒ犲）／（１＋犲）可得

ρ
狋
＝ρ

ｗ犛ｒ
１＋犲

犲

狋
＋ ρ

ｗ犲

１＋犲
犛ｒ

狋
－ ρ
１＋犲

犲

狋
（４）

若水气不相互转化或转化很少（此处假设为等

温过程），可忽略排出气体的质量，则



狕
（ρｗ狏ｗ＋ρａ狏ａ）＝

ρｗ狏ｗ

狕
（５）

假设孔隙水渗流服从Ｄａｒｃｙ定律，于是

狏ｗ ＝－犽犻＝－犽


狕
（狌ｗ
γｗ
＋狕）＝－犽（

狌ｗ

γｗ狕
＋１）

（６）

式中狌ｗ 为孔隙水压力，犽为非饱和土中孔隙水的渗

透系数。假定犽不随深度变化，上式两边对狕求导，

狏ｗ

狕
＝－

犽

γｗ


２狌ｗ

狕
２

（７）
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将式（４）、式（５）和式（７），代入式（３）得

犛ｒ
１＋犲

犲

狋
＋
犲
１＋犲

犛ｒ

狋
＝
犽

γｗ


２狌ｗ

狕
２

（８）

上式即为忽略气体质量、水流服从Ｄａｒｃｙ定律

的非饱和土体一维连续方程。

２　一维固结方程

２１　高饱和度土的有效应力公式

　　严格地说，太沙基有效应力原理仅适用于完全饱

和土，因为只有此时孔隙水压力才是一个“中性应

力”。而研究非饱和土体，一般采用Ｂｉｓｈｏｐ于２０世纪

５０年代末提出的试探性的非饱和土有效应力表达式：

σ′＝ （σ－狌ａ）＋χ（狌ａ－狌ｗ） （９）

对于气相以微小的封闭气泡形式而存在的高饱

和度土来说，包承纲［１０］指出此时土中基质吸力很

小，并且几乎不随饱和度变化。因此，他建议可以将

高饱和度土看成具有可压缩性流体的两相土，吸力

的作用也可以忽略。限定于以挟气水形式排出而固

结的高饱和度土，可被视为是被可压缩流体所饱和

的“饱和土”，其有效应力公式可采取如下形式［６、１１］：

σ＝σ′＋狌ａｗ （１０）

式中，狌ａｗ为孔隙混合流体压力。当气泡可以随孔隙

水一起流动时，孔隙混合流体压力可取孔隙水压

力［１２］，即狌ａｗ＝狌ｗ。对此证明如下：设气泡呈球形，

则在土体内作一截面，如图２所示。

图２　高饱和度土中一点的截面各相组成及应力

设截面中有狀个气泡，所截某一气泡（球半径为

犚ｉ）的面积为犃ａｉ（圆半径为狉ｉ），气泡内气压为狌ａｉ。

对其中任意一个气泡，分析与孔隙水压的关系，表面

张力的作用如图３所示（犜为表面张力系数）。

图３　气泡所截半径及表面张力的作用

图中可见，狉ｉ＝犚ｉｓｉｎθｉ。又因为

狌ａｉ＝狌ｗ＋
２犜
犚ｉ

（１０ａ）

所以

∑狌ａｉ犃ａｉ－犜∑犾ａｉｓｉｎθｉ

＝∑（狌ｗ＋
２犜
犚ｉ
）犃ａｉ－犜∑２π狉ｉｓｉｎθｉ

＝狌ｗ∑犃ａｉ＋犜∑（
２狉２ｉπ
犚犻

－２π狉ｉｓｉｎθｉ）

＝狌ｗ犃ａ （１０ｂ）

由上式可见，悬浮于孔隙水中的气泡，对混合流

体的表观压力没有影响。

对于气相以大气泡的形式而存在的高饱和度土

来说，情况是复杂的［１３］。

２２　一维固结方程的推导

由土体体积的变化量ｄ犞 与土体有效应力关系

ｄ犞 ＝－犿ｖ犞σ′，有

ｄ犞／犞 ＝犲／（１＋犲）＝－犿ｖσ′ （１１）

混合流体体积犞ｖ 的变化量与其压力的关系为

ｄ犞狏 ＝－犾ｖ犞ｖ狌ｗ 。设孔隙水不可压缩，犞ｗ 保持不变：

ｄ犞ｖ／犞ｖ＝犱（犞ｗ／犛ｒ）／犞ｖ＝＝－犛ｒ／犛ｒ＝

－犾ｖ狌ｗ （１２）

由式（１１）和式（１２），并结合有效应力公式，代入

式（８），可得

犛ｒ犿ｖ（－
σ
狋
＋
狌ｗ

狋
）＋狀犛ｒ犾ｖ

狌ｗ

狋
＝
犽

γｗ


２狌ｗ

狕
２

（１３）

若总应力σ不随时间变化，则式（１３）可整理为

犽

γｗ犛ｒ（犿ｖ＋狀犾ｖ）

２狌ｗ

狕
２ ＝

狌ｗ

狋
（１４）

式中，狀为土体孔隙率，狀＝犲／（１＋犲）；犿ｖ、犾ｖ 分别为

土体和混合流体的体积压缩系数。

上式即为高饱和度土的一维固结方程。当饱和

度犛ｒ＝１００％时，混合流体即为孔隙水，其体积压缩

系数犾ｖ＝０。于是，上式即可退化为太沙基的一维固

结方程。上式亦可记为：

犆′ｖ

２狌ｗ

狕
２ ＝

狌ｗ

狋
（１５）

式中，犆′ｖ＝犽／［γｗ犛ｒ（犿ｖ＋狀犾ｖ）］，即为高饱和度土

的固结系数。

２３　固结方程的求解

取分析土层如图４所示。均质高饱和度淤泥质

粘土地基厚度为２犎，双面透水。假定：１）外部荷载

是一次瞬时施加的；２）固结过程中渗透系数、土体和

混合流体的体积压缩系数以及饱和度均为常数（对

于非饱和土，在压缩固结过程中饱和度是会变化的，

正如土体的渗透系数和土体的压缩系数都会发生改

变一样。假设饱和度为常数也为Ｃｏｎｔｅ等
［１４］所采

用）。于是，边界条件为：狕＝０，狌ｗ＝０（狋＞０）以及狕＝

２犎，狌ｗ＝０（狋＞０）。
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图４　一维均质土层固结模型

对于初始条件，分析高饱和度土的压缩固结过

程：假设在加压瞬时，混合流体来不及排出，荷载将

由混合流体和土骨架共同承担，两者发生相同的压

缩量。设一土体体积犞＝犛犺（犛为截面积，犺为厚

度）。在加压瞬时产生压缩变形Δ犺ｉｓ，则体积压缩量

为犛Δ犺ｉｓ。按土体计算的体积压缩量Δ犞１＝犿ｖ犞Δσ′，

按孔隙流体计算的体积压缩量Δ犞２＝犾ｖ狀犞Δ狌ｗ。因

为Δ犞１＝Δ犞２＝犛Δ犺ｉｓ。又由狆＝Δσ＝Δσ′＋Δ狌ｗ，可

解得加载瞬时孔隙混合流体的压力增量。于是初始

条件为：

狋＝０，狌ｗ ＝犿ｖ狆／（犿ｖ＋狀犾ｖ），（０≤狕≤２犎）

（１６）

由初始条件和边界条件，解式（１５）得到任意时

刻，任意深度的孔隙水压力的表示式为：

狌ｗ（狕，狋）＝
犿ｖ

犿ｖ＋狀犾ｖ
狆∑

∞

犿＝１

２

犕
ｓｉｎ
犕狕
犎
犲－犕

２
犜′
ｖ （１７）

式中，犕＝ （２犿－１）π／２，时间因子犜′ｖ＝犆′ｖ狋／犎
２。

任意时刻、任意深度的土体有效应力表示式：

σ′（狕，狋）＝狆－
犿ｖ

犿ｖ＋狀犾ｖ
狆∑

∞

犿＝１

２

犕
ｓｉｎ
犕狕
犎
犲－犕

２
犜′
ｖ

（１８）

任意时刻地基的沉降为：

犛ｃｔ＝２犎狆犿ｖ（１－
犿ｖ

犿ｖ＋狀犾ｖ∑
∞

犿＝１

２

犕２
犲－犕

２
犜′
ｖ）

（１９）

任意时刻的地基土层平均固结度犝 为任意时

刻地基沉降犛ｃｔ与最终总变形量之比：

犝 ＝１－
犿ｖ

犿ｖ＋狀犾ｖ∑
∞

犿＝１

２

犕２
犲－犕

２
犜′
ｖ （２０）

２４　参数的确定

固结方程式中的土体体积压缩系数犿ｖ 可由一

维压缩试验得到。混合流体的体积压缩系数犾ｖ 可

由下式计算得到：

犾ｖ＝犿ｖΔ犺ｉｓ／［狀（犿ｖ犺Δσ－Δ犺ｉｓ）］ （２１）

混合流体体积压缩系数也可由下式估算［１５］：

犾ｖ＝ （１－犛ｒ）／狌ａ （２２）

式中，狌ａ为气泡绝对压强。

对渗透系数犽，取与饱和度的三次方成正比
［１６］，

有下式：

犽＝犛
３
ｒ犽ｗ （２３）

式中，犽ｗ 为饱和土孔隙水的渗透系数。

３　算例分析及其讨论

土体孔隙率狀＝０．５０，犛ｒ＝９５％，渗透系数犽＝

１．１０×１０－１０ｍ／ｓ；土体体积压缩系数犿ｖ＝４．４０×

１０－４ｋＰａ－１，孔隙流体压缩系数犾ｖ＝０．９６×１０
－４

ｋＰａ－１。则犿ｖ／（犿ｖ＋狀犾ｖ）＝９０．２％ ，则由式（１７），

可得孔隙水压随时间和沿深度的变化曲线，并与饱

和情形时相比较，分别如图５和６所示。

图５　不同深度的孔隙水压消散曲线及与饱和土的比较

图６　不同时刻的孔隙水压随深度分布

曲线与饱和土的比较

从图５可见，高饱和度土的初始超静孔隙水压

力狕／犎＝０．７处和狕／犎＝１．０处都相同狌ｗ／狆＝

０．９０２，小于饱和土时的比值（饱和土的狌ｗ／狆＝

１．０）；离排水面较近的狕／犎＝０．７处的超静孔隙水

压，先于离排水面较远的狕／犎＝１．０处开始消散；当

时间因子较大时，饱和土、高饱和度土不同位置处的

超静孔压都差别越来越小。在图６中也可以看到，

同一时间因子，沿深度分布的超孔隙水压力，高饱和

度土的都小于饱和土；另外，其差值也不断缩小，在

狕／犎＝１．０处，时间因子 犜ｖ＝０．１时，其差值为

０．０９，时间因子犜ｖ＝０．５时，其差值为０．０４。

由式（２０），作固结度与时间因子的关系曲线，如
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图７所示。可见，高饱和度在瞬时就有９．８％的固

结度；但是，随着时间的发展，与饱和土的固结度差

别越来越小：当时间因子 犜ｖ＝０．１时，其差值为

６．３０％；时间因子犜ｖ＝１．０时，其差值为０．６７％。

图７　固结度随时间的发展与饱和土的比较

于是，对于高饱和度土，可以认为当时间因子

犜ｖ＝１．０时固结完成。那么结合式（２３），高饱和度

土所需时间狋′与相应饱和土狋之比：

狋′
狋
＝
犆ｖ
犆′ｖ
＝
犽ｗ

γｗ犿ｖ
·γｗ犛ｒ

（犿ｖ＋狀犾ｖ）

犽
＝
犿ｖ＋狀犾ｖ
犿ｖ犛

２
ｒ

（２４）

本例中，计算得狋′／狋＝１．２３。由式（２４），作固结

完成时间比与饱和度、土体压缩性的关系曲线，如图

８所示。其中，高压缩性土的压缩系数即为上述数

值；中等压缩性土的压缩系数取１．０×１０－４ｋＰａ－１；

低压缩性土的压缩系数取４．４０×１０－５ｋＰａ－１。

图８　饱和度与固结完成时间比的关系曲线

由上图可见，饱和度越小，固结完成时间比差别

越大，近似呈线性的关系。当饱和度为１００％时，固

结完成时间比即为１；还可以看到土体的压缩性越

小，固结完成时间比差别越大。

４　结　论

从质量守恒的角度出发，避免了非饱和土中气

相体积难以确定的困难，建立了土体的一维连续方

程，推导了高饱和度土的一维固结方程，求解并分析

了固结压缩特点。得到的结论如下：

１）从质量守恒的角度分析，可有效地化解建立

非饱和土连续性条件的困难。

２）高饱和度土可视为具有可压缩流体的“饱和

土”，不过固结系数不同。

３）高饱和度土的固结压缩特点：瞬时超静孔隙水

压小于所施加的荷载；从固结度与时间因子的关系曲

线上看，虽然前期与饱和土比较时差别较大，但是随

后的固结度差距减小，当时间因子为１．０，也可认为固

结完成；饱和度越小，土体压缩性越小，高饱和度土的

固结完成所需时间与相应饱和土的之比就越大。
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