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摘　要：ＦＲＰ约束混凝土的应力应变曲线模型是土木工程的一个重要课题。结合第１段斜率、转

折点坐标、第３段斜率等数学特征分析了应力应变曲线的发展过程，指出理想模型需满足的条件，

并指出传统模型的不足。提出了一个复合指数直线模型，该模型对强化型和软化型曲线都适用，

满足理想模型条件，克服了传统模型的缺陷。给出了模型参数的求解思路。对比分析表明新模型

拟合结果与实测数据吻合良好，具有广泛的适用性。
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　　纤维增强复合材料（ＦＲＰ）具有高强、轻质、耐腐

蚀和施工方便等优点，近年来己引起工程界的广泛

关注并在实际工程中开始得到应用，尤其在柱的抗

震加固方面［１４］。在ＦＲＰ加固柱的设计中，一个关

键的问题是如何确定可靠的ＦＲＰ约束混凝土的应

力应变（σε）关系
［５７］。为此，一些学者开展了一系

列的研究［８９］。

目前学者们针对ＦＲＰ约束混凝土柱的研究己

取得了丰硕成果，提出了许多ＦＲＰ约束混凝土柱的

应力应变模型。这些模型中绝大多数都是强化模
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型，只能用于强约束的情况，而在实际工程中应力

应变曲线经常会出现软化段。例如加固矩形混凝土

柱中，破坏通常表现为角部ＦＲＰ拉断，应力应变曲

线容易出现下降段［１０１１］，在桥墩中柱截面尺寸往往

很大，外包ＦＲＰ量受到各种因素的限制不可能很

多，其应力应变曲线往往是有软化段的
［８］。因此现

有的强化模型不能满足实际工程需要。现有研究中

仅有少数学者提出了适用于有软化段的模型，如文

献［１０］和文献［１１］各提出了一个分段式模型，模型

采取了曲线与直线相连接的方式，但在转折点处没

有采用光滑连接，这与实测曲线不符。己有的模型

绝大多数都为分段式模型，这也造成了拟合上的困

难。鉴于此，很有必要对ＦＲＰ约束混凝土柱的应

力应变曲线进行深入研究。

本文结合ＦＲＰ约束混凝土的试验实测应力应

变全曲线与曲线控制量，分析了应力应变曲线发展

的全程。在此基础上从曲线的数学性质出发，考虑

了曲线各段的控制量，提出了一个整体式的应力应

变指数模型，该模型即可用于强化型也可用于软化

型，具有广泛适用性。

１　犉犚犘约束混凝土应力应变曲线发

展全过程

　　大量实验结果表明ＦＲＰ约束混凝土柱的应力

应变曲线呈双直线型，如图１所示。从图中可知全

过程曲线可分为３个阶段，第１阶段（犗犪）为弹性阶

段，曲线基本呈线性关系；第２阶段（犪犫或犪犮）为弹

塑性阶段；第３阶段（犫犱或犮犲）为弹性阶段，约束弱

时呈现软化型即犮犲段，约束强时呈现强化型即犫犱

段。

图１　犉犚犘约束混凝土典型应力应变关系曲线

弹性阶段（狅犪）：应力应变大致成线性关系。在

此段，由于素混凝土的应力应变呈线性关系，在线

性段时，混凝土侧向应变小使得ＦＲＰ约束材料的强

度未能充分发挥，因此ＦＲＰ约束混凝土柱的狅犪段

可近似等同于素混凝土的工作，弹性阶段斜率主要

取决于混凝土的弹性模量犈ｃ。

弹塑性阶段（犪犫或犪犮）；混凝土裂缝迅速发展，

混凝土侧向应变迅速增大。ＦＲＰ约束材料与混凝

土侧向应变相同，ＦＲＰ材料的约束作用明显增大。

在混凝土与ＦＲＰ约束材料的共同作用下，此段呈曲

线上升。定义转折点（εｔ，σｔ）为第２段向第３段过渡

的点，转折点应变值εｔ和取应力值σｔ取决于混凝土

与ＦＲＰ的共同作用。

弹性阶段（犫犱或犮犲）：ＦＲＰ材料充分发挥约束作

用，约束力随ＦＲＰ应变增加而线性增大直至ＦＲＰ

材料破坏。随ＦＲＰ约束刚度和ＦＲＰ强度的不同第

３阶段可呈软化型或强化型，其斜率也随之变化。

强约束时，混凝土的侧向变形受到的有效约束，由于

ＦＲＰ的应力应变呈线性增长直至破坏，此段再次呈

现线性强化状。破坏时，最大应力点对应ＦＲＰ断

裂，故最大应力值主要与侧向约束强度有关［１３］。弱

约束时，混凝土发挥主要作用，破坏过程接近于非约

束混凝土，但剩余强度更接近于线性退化［１４］。轴向

应力达到峰值时，ＦＲＰ未断裂，故峰值应力主要与

侧向约束刚度有关［１３］。应力约束由弱到强变化时，

此段也由软化逐渐向强化过渡。

由全曲线发展过程可以看出，在轴压作用下，随

混凝土强度、ＦＲＰ约束刚度及ＦＲＰ强度的变化，其

应力应变曲线呈双直线型且可为强化型和软化型。

大量研究表明ＦＲＰ约束混凝土应力应变曲线中第

一段斜率犈１、转折点（εｔ，σｔ）坐标和第３段斜率犈２

均和混凝土强度、ＦＲＰ约束刚度、ＦＲＰ强度有良好

的回归关系［１１１４］。考虑应力应变曲线的性质与大

量试验数据回归分析的结果，本文采用犈１、εｔ和犈２

３个控制量对其进行分析，理想的模型应保证３个

控制量独立才能反应混凝土强度、ＦＲＰ约束刚度和

ＦＲＰ强度等因素的影响。

２　传统模型分析

２１　传统模型

传统模型有使用上的限制。绝大多数都是分段

式的，采用一条曲线和一条直线相连接，人为规定了

转折点为连接点，且大都为强化型。

Ｓａｍａａｎ基于ＦＲＰ管约束混凝土的研究，提出

一个以下模型，表达式如下：

σ＝
（犈１－犈２）ε

［１＋（
（犈１－犈２）ε
犳０

）狀］１／狀
＋犈２ε （１）

其中：狀＝１．５；犈１、犈２、犳０ 为待定参数。

金熙男［７］等根据不同纤维包裹的短柱轴压试验

结果提出了一个分段式模型，表达式如下：

８１ 土 木 建 筑 与 环 境 工 程　　 　　　　　　　　　　　　　　第３４卷



 http://qks.cqu.edu.cn

σ＝
ε

犃＋犅ε＋犆ε
２　 　（０≤ε≤εｔ） （２）

σ＝σｔ＋犈２（ε－εｔ）　　（εｔ≤ε≤εｃｕ） （３）

其中：犃、犅、犆为待定参数；转折点ε＝εｔ处边界条件

为：强化型σ
ε
＝犈２ ，软化型

σ
ε
＝０。

２２　缺陷分析

分析以上传统模型知，Ｓａｍａａｎ提出的模型只能

表示强约束时的强化模型。金熙男模型为分段式的

由一曲线和直线相接组成。在表示强化关系时，转

折点处斜率为犈２，曲线与直线为光滑连接。表示软

化关系时，没有考虑各种复杂因素的影响，人为地规

定在曲线导数为０处相连，这导致了曲线与直线为

非光滑连接，与实际不符，软化段离散性较大。而将

曲线与直线连接成整体分析，其在转折点（εｔ，σｔ）导

数不存在，又与它边界条件相矛盾。综合以上分析

可知传统模型存在缺陷，或只能模拟强化型，或３个

控制量不独立，需分段拟合，不能反映实际应力应

变曲线变化，适用性受到限制。

３　复合指数模型

为了克服传统模型的不足，笔者建议采用一复

合指数模型来表达ＦＲＰ约束混凝土应力应变曲

线，表达式如下

σ＝犪（１－ｅ－
犫ε）＋犮ε （４）

其中犪、犫、犮为３个待定参数，且犪＞０、犫＞０。

３１　模型性质

对（４）式求一阶导数可得

ｄσ
ｄε
＝犪犫ｅ

－犫ε
＋犮 （５）

参数犮＜０时，ｌｉｍ
ε→＋∞

ｄσ
ｄε
＜０模型为软化型；参数

犮＞０时，ｌｉｍ
ε→＋∞

ｄσ
ｄε
＞０模型为强化型；参数犮＝０时，

ｌｉｍ
ε→＋∞

ｄσ
ｄε
＝０，模型为理想弹塑性状态。

取犈１、ε狋、犈２ 为控制量，式（４）中的参数犪、犫、犮需

满足以下边界条件：

１）曲线过（０，０）点；

２）ε＝０ｔ时，
ｄσ
ｄε
＝犈１ ；

３）ε＝εｔ时，
ｄσ
ｄε
＝犈２ ；

４）曲线过（εｔ，σｔ）点。

其中１）自动满足，将边界条件２）、３）、４）式代入

式（５）得

犈１ ＝犪犫＋犮

犈２ ＝犪犫ｅ
－犫εｔ＋犮

σｔ＝犪（１－ｅ
－犫εｔ）＋犮ε

烅

烄

烆 ｔ

（６）

由式（６）可求出参数犪、犫、犮的值，３个方程解出３个

参数，分析知３个控制量相互独立，随控制参数的变

化可以分别表示强化和软化模型。模型为整体式

的，转折点实现光滑连接，转折点坐标可在复杂因素

的影响下动态修正。

由以上分析可知，随着控制参数的变化，模型既

可以模拟软化型应力应变曲线又可以模拟强化型

应力应变曲线。这就使模型具有广泛的适用性。

图２为参数犪和犫固定时，模型随犮的变化示意图。

从图中可以看出，随着参数犮的变化，曲线从软化型

过渡到强化型，曲线的双直线性明显。模型可以考

虑复杂因素的影响，动态修正转折点坐标。

图２　指数适用性示意图

３２　参数求解

指数模型中有３个参数，为了较好的应用，必需

建立模型参数的确定方法。设有狀组观测样本（ε１，

σ１）、（ε２，σ２）、…、（ε犻，σ犻）…、（ε狀，σ狀），需要根据这些样

本确定模型的待定参数。根据最小二乘原理求解，预

测样本σ（犻）与观测样本σ犻之间的误差平方和犙最小，

即：

犙＝∑
狀

犻＝１

σ（犻）－σ（ ）犻
２
＝ｍｉｎ （７）

基于此基本思想，可以通过对（７）式求偏导数进

行求解，但工作量较大；由于目前如Ｆｏｒｔｒａｎ、Ｍａｔｌａｂ

等数学软件已比较成熟，笔者在使用过程中采用

Ｆｏｒｔｒａｎ软件进行最小二乘求解，并进行动态修正。

求解过程中可参考文献［１０１２］通过回归分析

得到犈１、（εｔ，σｔ）坐标和犈２ 的值，代入方程（６）求解

可得到３个参数的初值（犪０，犫０，犮０），确定参数初值

后，便可通过软件程序寻找参数最优解。

３３　模型验证

为验证模型的精度，对笔者收集到的部分ＦＲＰ

约束混凝土轴心受压应力应变实测曲线进行了拟

９１第１期 王　伟，等：ＦＲＰ约束混凝土柱轴心受压应力应变模型
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合。从文献［１１］选取了６条应力应变曲线，其中３

条强化型、３条软化型；从文献［１５］选了３条强化型

曲线，将本文模型与其试验曲线拟合结果如图３所

示。从图中可以看出本文模型与实测应力应变曲

线拟合结果很好。

图３　指数模型与实测数据拟合

４　结论

分析了ＦＲＰ约束混凝土应力应变全曲线的发

展过程，并提出了理想模型需满足的条件。指出了

传统模型的使用限制，并建立了一个整体式的ＦＲＰ

约束混凝土应力应变指数模型，可得以下结论：

１）理想模型为双直线式，且需能模拟强化型和

软化型曲线，３个控制参数相互独立。

２）传统ＦＲＰ约束混凝土应力应变模型存在诸

多缺陷，如需分段拟合，或控制量不独立，非光滑连

接不能反映实际曲线等，应用范围受到限制。

３）提出了一个ＦＲＰ约束混凝土的应力应变指

数模型，分析表明指数能很好反应曲线性质，对强化

型和软化型曲线都适用，具有广泛的适用性。对比

分析表明指数模型拟合结果与实测数据吻合良好。
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