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摘　要：根据 Ｍｕｋｉ＆Ｓｔｅｒｎｂｅｒｇ的计算方法，建立了层状地基中不同桩长、桩径、桩体材料情况下

桩 桩间的相互作用系数，利用叠加原理对层状地基中群桩基础进行计算分析，通过与已有文献计

算结果的比较，验证了计算方法的正确性，并对层状地基中群桩基础的沉降以及各桩的荷载分担情

况进行了参数分析。计算方法得到的相互作用系数可以考虑桩的“加筋效应”。能够用来分析大规

模群桩基础，具有一定的工程应用前景。
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　　对于层状地基中桩 土相互作用问题，国内外学

者采用有限单元法［１］和边界元法［２４］进行了大量的

研究，此外还有 Ｚｈａｎｇ ＆ Ｓｍａｌｌ
［５］基于 Ｓｍａｌｌ＆

Ｂｏｏｋｅｒ
［６７］的有限层法与有限单元法结合分别对竖向

荷载和水平向荷载下高承台群桩进行了研究；

Ｓｏｕｔｈｃｏｔｔ＆Ｓｍａｌｌ
［８］采用位移相互作用系数法与有限

层方法相结合对双层地基中的群桩进行了计算分析。

但除有限元外，上述方法在考虑桩土相互作用

的时候在理论上都具有近似性，这些分析方法在实

际应用中都具有一定的局限性，因此在目前的层状

地基群桩分析理论中还没有一种理论被广泛接受。

根据Ｍｕｋｉ＆Ｓｔｅｒｎｂｅｒｇ
［９］提出的虚拟桩方法，Ｌｉａｎｇ

等［１０］和梁发云等［１１］建立了层状地基中混合桩型复

合地基分析方法；通过与相互作用系数法结合，

Ｃａｏ
［１２１３］等建立了均质地基位移相互作用系数解法。

采用虚拟桩求解方法计算桩 土相互作用，充分考虑

了桩土分离以后桩体孔洞的存在，该方法是一种在

理论上更为严格的弹性理论计算方法，可以考虑桩
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的“加筋效应”［１４］。本文在文献［１２１３］的基础上，采

用传递矩阵法求解层状地基中两根桩之间的位移相

互作用系数，通过叠加原理求解层状地基群桩的工

程性状，通过与已有文献求解结果的对比，对本文建

立在虚拟桩基础上求解层状地基中群桩基础位移相

互作用系数计算方法进行验证。

１　计算模型简介

图１所示为层状地基中竖向荷载作用下任意２

根直径分别为犱１、犱２ 弹性模量分别为犈ｐ１、犈ｐ２和长

度分别为犔１、犔２ 的桩犅′１ 和犅′２，２根桩之间的桩心

距为犛，桩体的横截面积分别为犃１、犃２。为了便于

说明，以２层地基为例，上部土层的弹性模量和泊松

比分别为犈ｓ１和μｓ１，土层的厚度为 犎１；下部土层为

半无限空间，土的弹性模量和泊松比分别为犈ｓ２和

μｓ２。设２根桩桩顶作用相等的竖向荷载犘０，分析时

按照 Ｍｕｋｉ＆Ｓｔｅｒｎｂｅｒｇ的计算方法，将真实桩分解

为扩展土犅和虚拟桩犅１、犅２，如图１所示。图１

（ｃ）为２根虚拟桩，以第犻根桩为研究对象，其弹性

模量按层状地基的分界面相应的分为上下２部分，

上截和下截的弹性模量分别为犈１犻 犻＝１，（ ）２ 和犈２犻

犻＝１，（ ）２ 。

犈１犻 ＝犈ｐ犻－犈ｓ１；

犈２犻 ＝犈ｐ犻－犈ｓ２ 　　（犻＝１，２） （１）

图１　长短桩桩基础计算模型

　　第犻根虚拟桩应力应变关系和平衡方程分别如
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其中：ε犻（狕）是第犻根虚拟桩的竖向应变；犘犻（狕）

是第犻根虚拟桩的轴力；狇犻（狕）是第犻根虚拟桩上沿

轴线的分布荷载。

第犻根虚拟桩Π狕 截面处的应变为
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其中，
!

!

（犻，犼）
狕 （狕，ξ）表示第犼根桩所在位置层状土中任

意截面Πξ处作用合力为单位力的均布荷载时对第犻

根桩所在位置的弹性半空间土任意截面Π狕 处的圆

心所产生的竖向应变，其值可由 Ｍｉｎｄｌｉｎ
［１５］基本解

进行积分得到。

根据虚拟桩与层状土在桩身处竖向应变协调条

件，式（２ｃ）代入式（３），考虑 !

!

（犻，犼）狕，（ ）ξ 在ξ＝狕以及

犘犻（狕）在狕＝犎１ 处的间断性，并由式（２ａ、２ｂ）可以
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其中，
!
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（犻，犻）
狕 （狕，狕＋）、!

!

（犻，犻）
狕 （狕，狕－）分别表示荷载作用

在第犻根桩截面Πξ分别从上侧和下侧无限趋近第犻

根桩Π狕 截面时所引起的Π狕 处圆心的竖向应变。

对式（４ａ、４ｂ）进行整理可得求解层状地基中任
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意２根非等长非等径桩问题所需要的桩－桩之间相

互作用的第二类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程。

１

犃犻犈犻

－ !

!

（犻，犻）（狕，狕＋）＋ !

!

（犻，犻）（狕，狕－［ ］）犘犻（狕）－
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其中，
!

!

犻，（ ）犻 （狕，狕＋）－!

!

犻，（ ）犻 （狕，狕－）根据广义虎克定

律有

!

!

犻，（）犻 （狕，狕＋）－!

!

犻，（）犻 （狕，狕－）＝－
（１－２μｓ１）（１＋μｓ１）

犈ｓ１（１－μｓ１）犃犻

（０犫狕＜犎１；犻＝１，２） （６ａ）

!

!

犻，（）犻 （狕，狕＋）－!

!

犻，（）犻 （狕，狕－）＝－
（１－２μｓ２）（１＋μｓ２）

犈ｓ２（１－μｓ２）犃犻

（犎１ ＜ξ≤犔犻；犻＝１，２） （６ｂ）

层状地基中第犻根桩桩身各点处的位移狑狆狆
犻 （狕）

可以表示为

狑ｐｐ犻 （狕）＝∑
２

犼＝１

犘０－犘犼（０［ ］）︵狑
（犻，犼）（狕，０｛ ）＋

犘犼（犔犼）︵狑
（犻，犼）（狕，犔犼）＋∫

犔
犼

０
狇犼（ξ）

︵狑
（犻，犼）（狕，ξ）ｄ｝ξ

（０≤狕＜犎１；犎１ ＜狕≤犔犻；犻＝１，２） （７）

其中，︵狑
（犻，犼）（狕，ξ）表示作用于第犼根桩Πξ 截面上合

力为单位力的均布荷载引起的第犻根桩Π狕 截面上

中心点处的竖向位移，可由层状地基中的基本解得

到。式（２ｃ）代入式（７）并进行分部积分可得

狑ｐｐ犻 （狕）＝∑
２

犼＝１

犘０ ︵狑
（犻，犼）（狕，０）＋∫

犔
犼

０
犘犼（ξ）

︵狑
（犻，犼）（狕，ξ）

ξ
ｄ［ ］ξ

（０犫狕＜犎１；犎１ ＜狕犫犔犻；狕≠ξ；犻＝１，２） （８）

式（８）给出了层状地基土中２根竖向荷载作用

下非等长桩桩身位移的表达式。令式（８）中的狕＝

０，则可得到第犻根桩桩顶的位移为

狑ｐｐ犻 （０）＝∑
２

犼＝１

犘０ ︵狑
（犻，犼）（０，０）＋∫

犔
犼

０
犘犼（ξ）

︵狑
（犻，犼）（０，ξ）

ξ
ｄ［ ］ξ

（犻＝１，２） （９）

层状地基群桩中任意２根非等长的第犼根桩对

第犻根桩的位移相互作用系数可以表示为

α犻犼 ＝
狑ｐｐ犻 （０）－狑ｐ犻（０）

狑ｐ犻（０）
　（犻＝１，２；犼＝１，２；犻≠犼）

（１０）

其中，狑ｐ犻（０）表示层状地基中第犻根单桩在桩顶受

到单位竖向荷载犘０ 作用下的竖向位移，具体解答可

参见文献［１６］。２根桩的相互作用系数α犻犼 与第犻根

桩对第犼根桩的间距及２根桩的长度、半径和材料

有关，因此在一般情况下，α犻犼 ≠α犼犻。

根据叠加原理，对于由狀根几何参数不相同的

桩组成的一般高承台群桩，其中，任意第犽根桩桩顶

的沉降量狑犽（０）为

狑犽（０）＝狑ｐ犽（０）∑
狀

犼＝１
犼≠犽

犘０犼α犽犼＋狑
ｐ
犽（０）犘０犽（犽＝１，

２，…，狀） （１１）

其中，犘０犼、犘０犽分别为群桩中第犼根桩和第犽根桩的

桩顶荷载。

由平衡条件，各桩桩顶分担荷载犘０犼 之和应等

于承台上作用的总荷载犘０

犘０ ＝∑
狀

犼＝１

犘０犼 （１２）

由式（１１）和式（１２）构成的方程组有狀＋１个方

程，其中，桩与桩间的相互作用系数α犻犼 和单桩本身

在单位竖向荷载作用下的竖向位移狑狆
犽（０）都是已知

数，方程组中有２狀个未知数。对于刚性承台的长短

桩桩基础，所有桩的桩顶沉降都相等，即有

狑犮 ＝狑犻（０）　（犻＝１，２，…，狀） （１３）

其中，狑犮为刚性承台的竖向位移。式（１３）补充了狀

个约束条件，由式（１１—１３）组成的方程组就可解得层

状地基中竖向荷载作用下长 短桩桩基础的沉降以及

每根桩的桩顶荷载。在实际情况中，根据桩布置的对

称性，可以减少方程的数量，从而提高计算效率。

２　算例验证及参数分析

２１　算例验证

层状地基中群桩的工程性状分析一直是岩土工

程界研究的热点和难点，ＥＬＳｈａｒｎｏｕｂｙ＆ Ｎｏｖａｋ
［１７］

通过 Ｍｉｎｄｌｉｎ解对双层地基中的群桩进行了分析；

Ｃｈｉｎ＆Ｃｈｏｗ
［１８］对双层地基中３×３桩高承台桩基础

进行了计算，并与Ｐｏｕｌｏｓ＆Ｄａｖｉｓ
［１９］基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ解

的近似分析方法计算结果进行了比较。

图２　３层地基中的桩基础

为了说明计算结果的正确性，解答与Ｐｏｕｌｏｓ＆

Ｄａｖｉｓ、ＥＬＳｈａｒｎｏｕｂｙ＆Ｎｏｖａｋ以及Ｃｈｉｎ＆Ｃｈｏｗ

双层地基中的群桩计算结果进行了比较。在本算例

中３×３桩桩基础的平面布置以及各桩的编号见图
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２。计算参数为：底层为半无限层，泊松比为μｓ犅 ＝

０．４９；设土层的弹性模量犈ｓ＝犈ｓ１＝犈ｓ２，桩土弹性

模量比为犈ｐ／犈ｓ＝１０００，土的泊松比为μｓ１＝μｓ２＝

０．４９，土层厚度分别为Δ犎１＝０．２犔，Δ犎２＝０．８犔，

桩长细比为犔／犱＝２５；在图３（ａ）中桩间距为犛／犱＝

５，在图３（ｂ）中桩间距为犛／犱＝４。从图３可以看

出，本文方法所求得的群桩折减系数与 Ｃｈｉｎ ＆

Ｃｈｏｗ的计算结果较接近，但比Ｐｏｕｌｏｓ＆ Ｄａｖｉｓ的

计算结果明显要大。各桩的荷载分担比与Ｃｈｉｎ＆

Ｃｈｏｗ的计算结果较接近，但荷载在高承台３×３桩

群桩中各桩荷载分布的不均匀性，本文计算结果明

显小于其他两种解法，这与其他２种计算方法所采

用的不同桩 土相互作用计算模型有关。

图３　双层地基中群桩基础解答的对比

２２　参数分析

本文分别针对２层和３层地基中３×３桩高承

台刚性承台群桩基础，分别计算了桩的长细比犔／犱、

桩间距犛／犱以及桩底土弹性模量比犈ｓ犅／犈ｓ１ 对群桩

沉降比以及群桩中各桩桩顶荷载分布犘０犼／犘ａｖ 的影

响，其中，犈ｓ＝犈ｓ１，犘ａｖ为各桩桩顶平均荷载。对于

２层和３层地基，桩端均落在底层土上，如图２所

示。在下边的计算中，如无特殊说明，基本参数为：

底层为半无限层，泊松比为μｓ犅 ＝０．３，底层土弹性

模量犈ｓ犅／犈ｓ＝１０；桩间距犛／犱＝４，桩土弹性模量

比犈ｐ／犈ｓ＝２０００，土的泊松比为μｓ１ ＝μｓ２ ＝０．３；

在３层地基分析中Δ犎１＝０．２犔，Δ犎２＝０．８犔，第

２层土弹性模量为犈ｓ２／犈ｓ＝４；在２层地基分析中

Δ犎１ ＝犔，Δ犎２ ＝０。

１）桩间距对层状地基中各桩荷载分担的影响

图４（ａ），（ｂ）中分别给出了不同桩长细比犔／犱＝２０、

３０其它参数不变的情况下，桩间距的变化对２层地

基和３层地基中各桩桩顶荷载分布的影响，从图中

可以得到如下一些结论。

图４　桩间距对群桩中各桩荷载分担的影响

从图４（ａ）中可以看出，桩间距对群桩中各桩桩

顶荷载分布的不均匀性有明显的影响，随着桩间距

的增大，群桩中各桩桩顶荷载分布的不均匀性明显

减小。对于不同的桩长，群桩中各桩桩顶荷载分布

的不均匀性随桩间距的变化情况基本相同。从图４

（ａ）、（ｂ）中可以看出，双层地基和３层地基中群桩中

各桩桩顶荷载分布的不均匀性随桩间距的变化规律

基本相同，但３层地基中群桩中各桩桩顶荷载分担

的不均匀性明显大于双层地基。

２）桩底土刚度对层状地基中各桩荷载分担的

影响

图５（ａ）、（ｂ）中分别给出了不同桩长细比

犔／犱＝２０、３０其它参数不变的情况下，桩底土弹性

模量比犈ｓ犅／犈ｓ１ 的变化对双层地基和３层地基中群

桩各桩桩顶荷载分布的影响。从图中可以得到如下

一些结论。

　　由图５（ａ）、（ｂ）可以看出，在双层地基和３层地

基中群桩各桩桩顶荷载分布的不均匀性随着桩底土

刚度犈ｓ犅／犈ｓ１ 的增大而减小，但在双层地基中，当桩
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图５　桩底土刚度对群桩各桩荷载分担的影响

底土刚度犈ｓ犅／犈ｓ１ ＝１０００，群桩中各桩桩顶荷载分

担基本相等，３层地基中群桩桩顶荷载分担的不均

匀性明显大于双层地基。

３）桩间距对层状地基中群桩沉降比的影响

图６（ａ）、（ｂ）中分别给出了不同桩长细比

犔／犱＝２０、３０其它参数不变的情况下，桩间距的变

化对两层地基和三层地基中群桩沉降比的影响，从

图中可以得到如下一些结论。从图６（ａ）中可以看

出，桩间距对群桩沉降比有明显的影响，随着桩间距

的增大，群桩沉降比明显减小，即群桩效应随着桩间

距的增大而减小。对于不同的桩长，群桩沉降比随

桩间距的变化情况基本相同。从图６（ａ）、（ｂ）中也

可以看出，双层地基和３层地基中群桩沉降比随桩

间距的变化规律基本相同，但３层地基中群桩的沉

降比明显大于双层地基中群桩的沉降比。

４）桩底土刚度对层状地基中群桩沉降比的影响

图７（ａ）、（ｂ）中分别给出了不同桩长细比

犔／犱＝２０、３０其它参数不变的情况下，桩底土弹性

模量比犈ｓ犅／犈ｓ１ 的变化对２层地基和３层地基中群

桩沉降比的影响。从图中可以得到如下一些结论。

由图７（ａ）可以看出，随着桩底土刚度犈ｓ犅／犈ｓ１

的增大，在双层地基中群桩的沉降比逐渐减小，当桩

底土刚度犈ｓ犅／犈ｓ１＝１０００，群桩的沉降比接近于１，

即群桩效应基本消失。由图７（ｂ）可以看出，在３层

地基中群桩沉降比随桩底土刚度的变化规律与双层

地基中的基本相同，但变化幅度比双层地基中的大。

图６　桩间距对群桩沉降比的影响

图７　桩底土刚度对群桩沉降比的影响

３　结　论

将均质地基中的群桩位移相互作用分析方法推

广到任意层状地基中的群桩问题，用弹性理论方法

计算桩 土相互作用，采用传递矩阵法求解层状地基

中任意两根非等长、非等径、非等刚度桩之间的相互

作用系数，最后通过叠加原理可以求解层状地基中
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群桩的工程性状。采用虚拟桩的方法来计算桩 桩

以及桩 土之间的相互作用，充分考虑了桩与土分离

以后桩体孔洞的存在。通过与已有文献计算结果的

比较，验证了本文计算方法的合理性。计算方法不

需要对群桩整体建立模型进行分析，因此，计算方法

是１种计算效率高的层状地基中群桩基础分析方

法。进行的参数分析可以为进一步的理论研究以及

工程设计提供有益的依据。
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