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摘　要：考虑介质和流体的压缩性，根据Ｂｉｏｔ理论和弹性壳体理论，在频率域内研究了饱和分数导

数粘弹性土体半封闭圆形隧道壳体衬砌系统耦合振动。将土体视为液固饱和多孔介质，选择反映

介质流变特性的分数导数模型描述土骨架的应力位移本构关系，又引入部分透水的边界条件，得

到了饱和粘弹性土体中半封闭隧洞内边界分别在轴对称荷载和流体压力作用下位移、应力和孔压

的表达式。进行了参数分析，研究表明：轴对称荷载条件下，分数导数阶数对系统响应的影响远大

于流体压力情形下的动力响应，且存在明显的共振效应，但流体压力条件下不产生共振现象。
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　　众所周知，土体具有粘弹性性质，在长期条件下

发生蠕变和应力松弛现象。许多研究者经常利用经

典的 Ｍａｘｗｅｌｌ流体模型、Ｋｅｌｖｉｎ固体模型及标准固

体粘弹性模型等来反映土体的流变特征［１２］。然而，

经典粘弹性模型难以精确描述土体流变全过程，即

在蠕变和应力松弛初期不能完全与试验数据吻
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合［３４］。另外，将土体视为弹性两相介质，Ｌｕ和

Ｊｅｎｇ
［５］得到简谐移动荷载下三维圆形隧洞的动力特

性，分析了应力、位移和孔压幅值随轴向的变化规

律。此后，黄晓吉等［６］人研究了饱和土 弹性衬砌系

统耦合振动特性，着重讨论了衬砌模量对响应幅值

影响；高盟等［７］研究了冲击荷载作用下饱和土 弹性

衬砌 相 互 作 用 的 瞬 态 响 应。Ｈａｓｈｅｍｉｎｅｊａｄ 和

Ｋａｚｅｍｉｒａｄ
［８］得到了地震激励下偏心衬砌透水隧洞

的动力响应，讨论了变形衬砌厚度、波入射角等参数

的影响。考虑土体粘性影响，Ｘｉｅ 等
［９］、Ｘｕ 和

Ｗｕ
［１０］、Ｌｉｕ等

［１１］等利用 ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型描述土

骨架的应力位移本构关系，研究深埋隧洞或球空腔

的动力响应。为解决围岩压力理论计算衬砌承受荷

载及成本高问题，Ｌｉ和Ｃｈｅｎ
［１２］、Ｘｉｅ等

［１３］、刘干斌

等［１４］等研究饱和弹性或粘弹性土圆形隧洞壳体衬

砌系统的振动特性。考虑隧洞的弹塑性解，张黎明

等［１５］得到了衬砌透水隧洞的应力和位移场。基于

实际工程影响，汤雷和傅翔［１６］、吕玺琳和王浩然［１７］

分别研究了水工隧洞施工缺陷对衬砌承载性能影响

和软土盾构隧道开挖面的稳定性。

然而，自Ｂａｇｌｅｙ和 Ｔｏｒｖｉｋ
［１８］提出分数导数概

念以来，其理论弥补了经典粘弹性模型的这一缺陷，

可更好地拟合蠕变和松弛曲线［１９２０］。但是，利用分

数阶导数本构关系在岩土工程领域中的应用研究较

少。因此，本文在现有研究的基础上，基于Ｂｉｏｔ理

论，利用分数导数模型来描述土骨架的应力 位移本

构关系，引入更符合实际工程的部分透水边界条件，

得到了在轴对称荷载和流体压力作用下饱和分数导

数粘弹性土体中半封闭隧洞的位移、应力和孔压表

达式。分析了分数导数阶数、材料参数和相对渗透

系数对系统响应的影响。

１　数学模型和控制方程求解

如图１，建立饱和粘弹性中圆形衬砌隧洞的数

学模型。隧洞的内外半径分别为犮和犫，衬砌的厚度

为犺＝犫－犮；犪为衬砌中曲面半径。土体的剪切模量

和孔隙率分别为犌和φ０，其泊松比为狏ｓ，衬砌的杨

氏模量和泊松比分别为犈ｌ和狏ｌ；衬砌内边界分别作

用轴对称荷载狇０ｅ
ｉω狋 和均布流体压力狇ｆｅ

ｉω狋（ｉ２ ＝

－１）。将该问题视为平面应变问题，根据Ｂｉｏｔ饱和

土理论，不计体力时极坐标下饱和粘弹性土体动力

方程为［２１］

σ
ＳＴ
狉

狉
＋
σ
ＳＴ
狉 －σ

ＳＴ
θ

狉
＝

２

狋
２ ρ狌

Ｓ
狉＋ρｆ狑

Ｆ（ ）狉 （１）

式中：狌Ｓ狉 、狑
Ｆ
狉 分别表示土骨架的径向位移和流体相

图１　圆形隧洞模型

对于土骨架的径向位移；σ
ＳＴ
狉 、σ

ＳＴ
θ 代表土体的径向和

环向总应力；土体的总密度为ρ＝（１－φ０）ρｓ＋φ０ρｆ，

ρｓ，ρｆ分别为土骨架和流体的密度。

显然，极坐标下分数导数模型描述的土骨架应

力 应变本构关系为［１９］

１＋ν
γ
ε犇（ ）γσ

ＳＥ
狉 ＝ １＋ν

γ
σ犇（ ）γ

λ
Ｓ
０
狌

Ｓ
狉

狉
＋
狌Ｓ狉（ ）狉

＋２犌
狌

Ｓ
狉



熿

燀

燄

燅狉

１＋ν
γ
ε犇（ ）γσ

ＳＥ
θ ＝ １＋ν

γ
σ犇（ ）γ

λ
Ｓ
０
狌

Ｓ
狉

狉
＋
狌Ｓ狉（ ）狉

＋２犌
狌Ｓ狉

熿

燀

燄

燅

烍

烌

烎狉

（２）

式中：λ
Ｓ
０ 为拉梅常数；ν

γ
ε 和ν

γ
σ 为材料参数，λ

Ｓ
０ ＝

２νｓ犌
（１－２νｓ）

；且０＜γ＜１，犇
γ
＝
ｄγ

ｄ狋γ
为γ阶黎曼 刘

维尔分数阶导数，可定义为

犇γ［狓（狋）］＝
１

Γ（１－γ）
ｄ

ｄ狋∫
狋

０

狓（ν）
（狋－ν）γ

ｄν （３）

Γ（狌）＝∫
∞

０
狋狌－１犲－狌ｄ狋为Ｇａｍｍａ函数。

由有效应力原理，可得

σ
ＳＴ
狉 ＝σ

ＳＥ
狉 －β狆

σ
ＳＴ
θ ＝σ

ＳＥ
θ －β

烍
烌

烎狆
（４）

孔隙水压力满足如下本构关系

狆＝－犕
狑

Ｆ
狉

狉
＋
狑Ｆ狉（ ）狉 －β犕

狌
Ｓ
狉

狉
＋
狌Ｓ狉（ ）狉 （５）

式中：β、犕 为有关Ｂｉｏｔ参数，反映流体压缩性。

流体运动方程

－
狆
狉
＝

２

狋
２ ρｆ狌

Ｓ
狉＋ρ

ｆ

φ０
狑Ｆ（ ）狉 ＋η０犽ｓ

狑
Ｆ
狉

狋
（６）

对于角频率为ω的稳态振动，记

狌Ｓ狉 ＝犪犝
Ｓ
狉ｅ
ｉω狋，狑Ｆ狉 ＝犪犠

Ｆ
狉ｅ
ｉω狋，狆＝犌犘ｅ

ｉω狋

φ
Ｓ
＝犪

２珔
φ
Ｓｅｉω狋，ψ

Ｆ
＝犪

２珔
ψ
Ｆｅｉω

烍
烌

烎
狋

（７）

为求解用位移表示的控制方程，利用位移势函

数狌Ｓ狉 ＝φ
Ｓ／狉和狑

Ｆ
狉 ＝ψ

Ｆ／狉再引入如下无量纲

量和常量
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η＝
狉
犪
，珨犕 ＝

犕
犌
，珋ρ＝

ρ犳

ρ
，珔η０ ＝

η０

犪 犌槡ρ

珔犽ｓ＝
犽ｓ
犪２
，犫＝

珔
η０
珔犽ｓ
，λ＝

ω犪

犞Ｓ
，犞σ＝

νσ犞
Ｓ

犪

犞ε＝
νε犞

Ｓ

犪
，珡犿＝

珋
ρ
φ０
，犙１ ＝

狇０
犌
，犙２ ＝

狇ｆ
犌

η１ ＝１＋
犺
２

烍

烌

烎犪

（８）

可得无量纲后的土体控制方程外为

χ１
珚Δ＋β

２珨犕珚Δ＋λ［ ］２ 珔φ
Ｓ
＋ β

珨犕珚Δ＋珋ρλ［ ］２ 珔ψ
Ｆ
＝０

β
珨犕珚Δ＋珋ρλ［ ］２ 珔φ

Ｓ
＋
珨犕珚Δ＋珡犿λ

２

－犫ｉ（ ）λ
珔
ψ
Ｆ
＝

烍

烌

烎
０

（９）

式中：χ１ ＝
１＋犞

γ
σ（ｉλ）［ ］γ

１＋犞
γ
ε（ｉλ）［ ］γ

２（１－狏ｓ）

１－２狏ｓ

再由控制方程式（９），解得：

珚Δ
２
－犿１珚Δ＋犿（ ）２ 珔φ

Ｓ
＝０

珚Δ
２
－犿１珚Δ＋犿（ ）２ 珔ψ

Ｆ
＝
烍
烌

烎０
（１０）

式中：

犿１ ＝γ１／χ１珨犕

犿２ ＝λ 珡犿λ
２
－犫ｉ（ ）λ －珋ρ

２
λ
４／χ１珨犕

γ１ ＝ χ１＋β
２珨（ ）犕 犫ｉλ－珡犿λ（ ）２ －珨犕λ

２
＋２β

珨犕珋ρλ
２

珚Δ＝ｄ
２／ｄη

２
－＋／η

烍

烌

烎η

（１１）

利用贝塞尔函数渐近性质和ｌｉｍ
狉→∞
φ
Ｓ
＝０，ｌｉｍ

狉→∞
ψ
Ｓ

＝０，可易解得

珔
φ
Ｓ
＝犃１犓０ β１（ ）η ＋犃２犓０ β２（ ）η

珔
ψ
Ｆ
＝犅１犓０ β１（ ）η ＋犅２犓０ β２（ ）

烍
烌

烎η

（１２）

式中：

β
２
１ ＝

犿１－ 犿２１－４犿槡 ２

２

β
２
２ ＝

犿１＋ 犿２１－４犿槡 ２

烍

烌

烎２

（１３）

犃１，犃２，犅１，犅２ 为待定系数，犓狀（·）为狀阶第２

类Ｂｅｓｓｅｌ函数。将式（１０）代入（９），可得到：

犅１ ＝犲１犃１ ＝－ β
珨犕β

２
１＋珋ρλ

２

珨犕β
２
１＋珡犿λ

２
－犫ｉλ

犃１

犅２ ＝犲２犃２ ＝－ β
珨犕β

２
２＋珋ρλ

２

珨犕β
２
２＋珡犿λ

２
－犫ｉλ

犃

烍

烌

烎
２

（１４）

将式（１２）和式（１４）代入位移势函数，可得：

狌Ｓｒ ＝－犃１β１犓１ β１（ ）η －犃２β２犓１ β２（ ）η

狑Ｆｒ ＝－犲１犃１β１犓１ β１（ ）η －犲２犃２β２犓１ β２（ ）
烍
烌

烎η

（１５）

由本构关系式（５），可得孔隙水压力为：

犘＝－（犲１＋β）珨犕β
２
１犓０（β１η）犃１－（犲２＋β）珨犕

β
２
２犓０（β２η）犃２ （１６）

由式（２）和式（５），解得径向总应力为：

σ
ＳＴ
狉 ＝ｅ

ｉω狋 １＋犞
γ
σ（ｉλ）［ ］γ

１＋犞
γ
ε（ｉλ）［ ］γ

犌

２１－狏（ ）ｓ
１－２狏ｓ

ｄ犝Ｓ

η

ｄη

＋
２狏ｓ
１－２狏ｓ

犝Ｓ

η

η
－β

熿

燀

燄

燅
犘

（１７）

２　饱和粘弹性土 隧洞壳体衬砌耦合

振动

２１　衬砌控制方程

稳态振动下衬砌的径向净荷载可表示为犙 ＝

犌珚犙ｅｉω狋 ，其径向位移为狌Ｌ狉 ＝犪犝
Ｌ

ηｅ
ｉω狋 。将衬砌视为壳

体，根据无扭矩薄壁壳理论计算，得到衬砌无量纲后

的控制方程为［１４］

δ珔犺

１－狏（ ）２１
犝Ｌ

η－珋ρ１
珔犺λ

２犝Ｌ

η ＝珚犙 （１８）

式中：定义δ＝犈犾／犌为相对刚度；珔犺＝犺／犪为无量纲

厚度；珋ρ１ ＝ρ
Ｌ／ρ，ρ

Ｌ 为衬砌密度。

２２　轴对称荷载下的边界条件

刘干斌等［１４］认为因衬砌厚度远小于中曲面半

径狉＝犪，将衬砌的中曲面等效为衬砌和土体的接

触面，得到了忽略犺／２厚度的计算结果。本文在图２

中证明了这一结果。首先，假设衬砌和土体完全接

触，利用接触面位移和应力协调以及考虑土体和衬

砌的相对渗透特性，给出轴对称荷载作用下的边界

条件［１４］：

狌Ｌｒ ＝狌
Ｓ
ｒ，　　　　狉＝犫

犙＝狇０－σ
ＳＴ
ｒ 　　 狉＝犫

狆
狉
＝
κ狆
犫
　　 狉＝

烍

烌

烎
犫

（１９）

其中：κ＝
犽ｌ

犽ｓｌｎ犫／（ ）犮
为衬砌和土体相对渗透系数；

犽犾为衬砌渗透系数；当κ→０时，隧洞边界不渗透，κ

→ ∞ 时边界自由渗透。

２３　流体压力下的边界条件

流体压力条件下接触面位移和应力协调以及隧

洞边界部分透水的边界条件为：

狌Ｌ狉 ＝狌
Ｓ
狉，　　　　　狉＝犫

犙＝σ
ＳＴ
狉 　　 狉＝犫

狆
狉
＝
κ
犫
狆－狇（ ）ｆ 　　狉＝

烍

烌

烎
犫

（２０）

将式（１５）—（１７）分别代入边界条件式（１９）、

（２０），可得到待定系数犃１，犃２，犅１，犅２ 表达式，进而

得到轴对称荷载或流体压力作用下饱和分数导数粘

弹性土体 半封闭圆形隧道壳体衬砌系统耦合振动

的频域响应。
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３　算例与图形分析

为了考察分数导数阶数、材料参数、相对刚度和

衬 砌 渗 透 参 数 对 径 向 位 移 幅 值 犝 ＝

［犚犲（犝犛η）］
２
＋［ｌｍ（犝

犛
η
）］槡
２ 、孔 隙 水 压 力 幅 值

犘 ＝ ［犚犲（犘）］２＋［ｌｍ（犘）］槡
２ 的影响。依据刘干

斌等［１４］进行参数取值：

　

η＝１．５，珨犕 ＝２０，β＝０．９５，珋ρ＝０．５

珋
ρ１ ＝１．５，珔犫＝１０，狏ｓ＝０．３５，δ＝１００

珡犿＝１．２５，狏ｌ＝０．２５，珔犺＝０．０５，犞ε＝１０

犞σ／犞ε＝３，γ＝０．５，κ＝

烍

烌

烎０．１

（２１）

如图２表示在η＝１．５处经典粘弹性饱和土（γ

＝１）情形下有无犺／２衬砌厚度对无量纲径向位移

幅值的影响。可见，考虑犺／２衬砌厚度下，隧洞边界

轴对称荷载时位移幅值的峰值略大于忽略犺／２衬砌

厚度情形下位移幅值的峰值，但是差异并不明显，且

随着频率λ的增加，２种情形下的结果几乎相同。而

在流体压力作用下２种情形的位移幅值完全一样，

与刘干斌等［１４］的结论一致。图３为η＝１．５处分数

导数阶数γ对位移幅值 犝 的影响。轴对称荷载

作用下，当频率λ＜１．５时，随着阶数γ的增加，位移

幅值 犝 逐渐减小，共振效应随之减弱。而当频率

λ＞１．５时径向位移幅值随着阶数γ的增加反而增

大。图４表示相对渗透系数κ改变时，径向位移幅

值 犝 随无量纲半径η的影响。轴对称荷载下，随

着相对渗透系数的增加，位移幅值 犝 逐渐减小，

并指出ｓｅｎｊｕｎｔｉｃｈａｉ
［２２］中边界透水κ→ ∞ 和不透水

κ＝０两种极限状态只是本文的特例。而材料参数

比犞σ／犞ε对径向位移幅值 犝 的影响与分数导数

阶数γ对位移幅值的影响有类似之处（图５）。可见，

隧洞边界轴对称荷载情形下位移幅值 犝 远大于

流体压力情形下的位移幅值 犝 。图６和图７分

别表示阶数γ和材料参数比犞σ／犞ε对孔压幅值 犘

的影响。轴对称荷载情形下，当频率λ＝０时孔压幅

值 犘 为零，并且随着阶数γ的增加而减小，经典

图２　有无犺／２衬砌厚度对径向位移幅值的影响

图３　阶数γ对径向位移幅值的影响

图４　相对渗透系数κ对径向位移幅值的影响

图５　材料参数犞σ／犞ε 对径向位移幅值的影响

图６　阶数γ对孔隙水压力幅值的影响

图７　材料参数犞σ／犞ε 对孔隙水压力幅值的影响
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粘弹性饱和土（γ＝１）时，孔压幅值达到最小值。

流体压力作用下，当频率λ＝０时孔压幅值最大，而

阶数γ对孔压幅值 犘 的影响很小（图６）。而材料

参数比犞σ／犞ε 对孔压幅值 犘 的影响与阶数γ 对

孔压幅值 犘 有相似之处。

４　结　论

利用分数导数模型描述土骨架的应力 位移本

构关系，在频率域内得到了饱和分数导数粘弹性土

体中半封闭隧洞内边界分别在轴对称荷载和流体压

力作用下位移、应力和孔压的表达式。考察了分数

导数阶数、材料参数和相对渗透参数对饱和粘弹性

土体 弹性壳体衬砌系统响应的影响。得到以下

结论：

１）轴对称荷载情形下，分数导数阶数γ对饱和

粘弹性土 半封闭圆形隧洞壳体衬砌系统动力响应

的影响远大于流体压力条件下系统动力响应的

影响。

２）通过图形对比分析，有效地证明了将衬砌的

中曲面等效为衬砌和土体的接触面，得到忽略犺／２

厚度的计算结果是正确的，验证了将衬砌视为薄壁

壳体是可行的。

３）轴对称荷载情形下土体和衬砌渗透系数对系

统动力响应的影响与流体压力情形下对系统响应的

影响有明显差异。当渗透系数κ＝１００时，边界接近

透水状态。

４）轴对称荷载下，系统响应存在明显的共振效

应。而流体压力条件下不产生共振现象。
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