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要!针对薄壁杆件力学分析较为复杂的问题!讨论了一种把开口薄壁杆的分析拆分为
(

个较简

单部分的方法$针对薄壁中面内荷载效应的分析问题!首先在适当简化基本应力应变条件的基础

上!按平面应力问题分析单肢板件面内荷载效应!然后对其进行向量综合!得到反映开口薄壁杆轴

向伸缩%弯曲及翘曲性质的)板件面内拉弯综合抗力体系*及其变形方程&探讨了刚度方程的建立及

其计算特点!并与经典理论进行对比$分析表明!在板件面内弯矩定义中引入板件间纵向相互作用

力!可简化该体系分析过程和结论!使之具备与平面弯曲问题一致的形式$作为应用举例!推导了

求解薄壁截面主轴方向%主轴惯性矩%弯心坐标%主扇性惯性矩的线性方程组!剖析了经典理论中这

些截面几何特性对于计算的意义及其效率$

关键词!薄壁结构&单肢解析化方法&翘曲&扭转&扇性惯性矩&刚度矩阵

中图分类号!

DO!@(&>

(

a!"(

!!

文献标志码!

5

!!

文章编号!

*+A"?"A+"

"

()*(

#

)!?))>N?)A

8$'47[9#C

*

$'#&M&#7%"#C4&#/%#

-

A&7%72'#5&8

<

72&,

"0ML%#C='$$&/X

*

&#C

*

("0%$&

94$;5-(

)

2

$

G

$

<4H2+*+

2

$

8#4%6'*+(

2

$

G

!

0&2$%%9

=

9$12343%;/

=

3/99.3/

=

#

R&M9

E

W0R$.08$.

E

$1'9SD967/$%$

=E

1$.2$/K8.-683$/$123839K3/L$-/803/5.90

$

L3/3K8.

E

$1;I-6083$/

$

27$/

=H

3/

=

O/349.K38

E

$

27$/

=H

3/

=

")))">

$

P&C&273/0

"

:472('52

&

B/$.I9.8$K3<

Q

%31

E

8790/0%

E

K9K$1873/?S0%%9I$

Q

9/?

Q

.$13%9R0.K

$

0873/?S0%%9IR0.S0KK

Q

%383/8$

8S$

Q

0.8KS7367S9.9I$<3/089IR

E

3/?

Q

%0/90/I$-8?

Q

%0/9%$0I3/

=

911968K.9K

Q

968349%

E

&D793/?

Q

%0/9%$0I3/

=

911968KS9.91$6-K9I&a/879R0K3K$10

QQ

.$

Q

.3089K3<

Q

%3139IK8.9KK0/IK8.03/6$/I383$/K

$

9067

Q

%089S0K

0/0%

E

G9I0/I879.9K-%8KS9.93/89

=

.089I3/8$4968$.K

$

.9K-%83/

=

3/879DB,-DU2!L

F

B,!4"4!D2T!L-4!M2!

V

G4D2D",!54D

+

D"4Q$1873/?S0%%9I$

Q

9/?

Q

.$13%9R0.K

$

S7367.91%968K8793.0F30%K8.9867

*

6$<

Q

.9KK3$/

$

R9/I3/

=

0/IS0.

Q

3/

=Q

.$

Q

9.839K&5/I879/879I91$.<083$/9

H

-083$/0/I879K8311/9KK9

H

-083$/S9.9K98-

Q

&J960-K9

%$/

=

38-I3/0%3/89.0683$/1$.69KR98S99/

Q

%089KS9.93/8.$I-69I3/879I913/383$/$1879

Q

%089Kn3/?

Q

%0/9

R9/I3/

=

<$<9/8K

$

879I9I-683$/0/I6$/6%-K3$/K79.9S9.96$/K3K89/83/1$.< S38787$K93/R9/I3/

=

879$.

E

&P.3/63

Q

0%0F9KnI3.9683$/K

$

K790.69/89.nK6$$.I3/089K

$

Q

.3/63

Q

0%3/9.830<$<9/8K0/IK968$.30%3/9.830

<$<9/8$1873/?S0%%9I$

Q

9/K9683$/K60/R9I9I-69IR

E

879K%0RK?I3K0KK9<R%9I<987$I

Q

.$

Q

$K9I79.9&

W089.0%I91$.<9IR0.Kn0/0%

E

K3KR0K9I$/87$K9K9683$/0%

Q

0.0<989.K3/6%0KK360%879$.

E

3K

Q

.$49I8$R9

3/9113639/8

$

S79.90II383$/0%

2

.3

=

3I6$/8$-.7

EQ

$879K3K

3

70K8$R93/8.$I-69I&

;&

<

="(/7

&

873/?S0%%9IK8.-68-.9K

#

K%0RK?I3K0KK9<R%9I<987$I

#

S0.

Q

3/

=

#

8$.K3$/

#

K968$.30%3/9.830<$<9/8

#

K8311/9KK<08.3F



 http://qks.cqu.edu.cn

!!

#%0K$4

(

*

)针对开口薄壁杆件所提出的经典理论

通过引入扇性几何特性和广义力!双力矩"$反映不

均匀翘曲对扭转的显著影响$未考虑翘曲剪应变及

截面的畸变%包世华等(

(

)

$

J9/K6$89.

(

!

)

$

M$%%R.-/?

/9.

等(

"

)采用翘曲函数
6

!

:

"代替扭率
8

6

!

:

"表征翘

曲沿杆长的分布$以计及翘曲剪应变对扭转的的影

响$对闭口截面杆件而言$该修正是必要的%文献

(

>

)研究了薄壁几何特征参数对
12345678

理论准

确性的影响%文献(

+

)基于
M$%%R.-//9.?_0

f

I3/

理

论$提出薄壁杆件扭转刚度矩阵$其扭角位移为双曲

函数%文献(

A

)考虑沿壁厚均匀分布的正应变'剪应

变!弯曲'翘曲及
J.9I8

剪应变"以及沿壁厚线性分

布的
V8&#9/0/8

剪应变$推导了弯扭联合作用下不

对称截面薄壁梁四阶变形微分方程$并建立有限元

模型%文献(

N

)通过构造位移函数列向量$对薄壁杆

件的复杂变形微分方程进行降阶$并利用求系数矩

阵特征值和特征向量的方法求解方程$得到位移的

精确插值函数%文献(

@

)基于薄壁杆件理论$通过构

建相容于
D3<$K79/T$

梁理论!转角位移与侧向位

移相互独立"'相容于
M$%%R.-//9.?_0

f

I3/

假定!扭

转位移与翘曲位移相互独立"的插值多项式$建立薄

壁杆件单元的刚度矩阵%文献(

*)

)研究了开口薄壁

型钢檩条在偏心横向荷载及复杂约束条件下考虑扭

转的杆件内力简化计算方法%文献(

**

)将图论引入

薄壁杆件结构计算$导出了计算扇性坐标'

J.9I8

剪

应力流'二次剪应力流及弯曲剪应力流的矩阵方程

式%文献(

*(

)据此编制计算程序$验证了其结论的

正确性%上述研究均假设横截面周线不变形$近年

来$考虑截面畸变的计算理论$如广义梁理论(

*!

)

'有

限条法(

*"

)等发展迅速%因薄壁杆件的变形及力因

素均较多$不论考虑畸变与否$分析理论的建立过程

均较复杂'抽象$例如通常需引入新的广义力$需采

用能量法建立变形方程等%分析理论的抽象性不利

于对薄壁杆件力学特点的深入把握$限制了其应用

水平(

*>

)

%对于薄平板$可以将其所受到的一般荷载

分解为作用在中面之内的荷载和垂直于中面的荷

载$分别按平面应力问题和薄板弯曲问题进行计

算(

*+

)

%

受此启发$本研究将薄壁杆件的分析拆分为分

别以中面内和中面外荷载效应为主导的
(

个相互独

立的部分$在分析中$对
(

部分分析的应力'应变和

变形条件分别予以充分简化$并采用静力平衡法进

行推导$以形成对薄壁杆件力学性质较为具体'直接

的认识%本文探讨组成开口薄壁杆件的各薄平板在

中面内荷载作用下的荷载效应$利用矩阵运算将单

肢板件的分析综合为薄壁杆件的分析%结合分析$

探讨了开口薄壁杆件翘曲性质及其计算特点%作为

应用举例$提出了一种建立线性方程组求解薄壁截

面几何特性的方法%由于在分析中不将内力向中轴

线凝聚$因此无需引入2刚周边假定3$不排斥截面畸

变变形可能%在引入板件面外荷载效应后$研究自

然深化为考虑畸变的开口薄壁杆件分析%
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分析模型及简化假定

图
*

!

0

"所示开口薄壁杆由
!

个板件组成$编号

分别为
*

$

(

$.$

!

$分别交于
! *̂

个脊线#该杆横截

面详图
*

!

6

"$截面中线上共
!d*

个关键节点$编号

分别为!

*

"$!

(

"$.$!

!d*

"$其中!

(

"

"

!

!

"为板件截

面中线交点#任意板件
2

截面上包含关键节点!

2

"和

!

2d*

"$中线方向由关键节点!

2

"指向!

2d*

"%

图
>

!

开口薄壁杆件分析模型

!!

在板件面内荷载作用下的平面应力问题分析

中$参考已有实用计算理论$不计中面的剪切应变

(

L

FK

和横向拉伸应变
#

L

K

$只计纵向拉伸应变
#

L

F

%分

析反映了板件纵向拉压和面内弯曲性能$在薄壁杆

的各组成板件上分别实施并综合$得到其力学性能

的一个重要组成部分$称之为开口薄壁杆的2板件面

内拉弯综合抗力体系3%

在板件面外横向荷载作用下的薄板弯曲问题分

析中$采用薄板小挠度弯曲理论的
M3.677$11

假定&

不计形变分量
#

G

'

(

KG

'

(

GF

$即假设板件中面的法线

在板件弯曲时保持不伸缩$且保持为中曲面的法线#

不计应力分量
"

G

所引起的变形%将该分析应用于各

板件并综合$则得到杆件力学性能的另一个重要组

成部分0002板件面外弯曲综合抗力体系3$该体系

的分析另文说明%

@

!

板件面内拉弯综合抗力体系的变形

方程

@?>

!

横截面正应力场的等效合成和分解

在板件面内荷载作用效应分析中$由于只考虑

沿板厚均匀分布的纵向拉伸应变$这个方向的应力

@>
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和应变分别简记为
"

和
#

$关系见式!

*

"$

"'

#

+

#

!

*

"

其中
#

为材料的弹性模量%

薄壁杆件的尺寸特点之一是板件长度远大于宽

度$可假设
#

沿板件横截面宽度方向线性分布$对于

图
(

所示任意板件
2

的横截面$若已知关键节点!

2

"

和!

2d*

"处的正应力
"

!

2

"

'

"

!

2

)

*

"

$则可确定该截面正

应力的分布$而该正应力场可等效为作用在该板件

(

个关键节点上的轴向力2

?!

2

"

和2

?!

2d*

"

$见式!

(

"$

2

?!

2

"

2

?!

2

)

*

%

&

2

3

"

'

2

2

*

+

"

!

2

"

"

!

2

)

*

%

&

2

3

"

!

(

"

其中2

2

*

由这
(

个力系的合力与合弯矩分别相等的

条件得到确定$其组成元素的取值取决于该板件的

横截面尺寸%

图
@

!

板件
3

截面正应力及其等效轴向力

!!

同理$对于由
!

个板件组成的开口薄壁杆截面$

若已知所有关键节点处的正应力
"

$则可确定该截面

正应力的分布%将式应用于所有板件并综合$得到

该应力场所合成的作用在关键节点!

*

"$!

(

"$.$

!

!d*

"的轴向力列向量$见式!

!

"$

(

'

2

*

+

%

!

!

"

其中$

(

'

!

?!

*

"

$

?!

(

"

$.$

?!

!

)

*

"

"

D

$

2

*

是
!

)

*

阶对

称阵$

%'

!

"

!

*

"

$

"

!

(

"

$.$

"

!

!

)

*

"

"

D

%
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!

轴向力和轴向变形的分解

%

的合力值!也就是
(

的各元素之和"见式!

"

"$

7

?

'

>

*

R

!

!

)

*

"

+

(

!

"

"

其中$形如
>

2

R

3

者为
2

行
3

列全
*

矩阵%

若7

?

作用于截面形心$产生均匀正应力$值见

式!

>

"$

8

"'

7

?

;

'

2

(

+

%

!

>

"

其中$

;

为横截面面积$

2

(

'

*

;

+

>

*

R

!

!

)

*

"

+

2

*

% !

+

"

在截面正应力场
%

中扣除该均匀正应力场$得

到式!

A

"%

%

DC

'%&

8

"

+

>!

!

)

*

"

R

*

!

A

"

%

DC仍可等效为作用在
!

)

*

个关键节点上的轴

向力$见式!

N

"%

(

DC

'

2

*

+

%

DC

!

N

"

显然$

%

DC 的合力!亦即
(

DC的各元素之和"为

)

$即式!

@

"$

2

(

+

%

DC

'

)

!

@

"

式!

"

"

"

!

@

"表明&横截面的轴向力
(

可分解为7

?

和

(

DC

$其中 7

?

作用在截面形心$

(

DC轴向合力为
)

%

该分解关系的数学形式见式!

*)

"%

(

'

2

*

+

>!

!

)

*

"

R

*

+

8

")

(

DC

'

2

(

D

+

7

?

)

(

DC

!

*)

"

对截面正应变
#

执行与
%

相同的分解$见式!

**

"$

#'

8

#

+

>!

!

)

*

"

R

*

)#

DC

!

**

"

其中$

#'

!

#

!

*

"

$

#

!

(

"

$.$

#

!

!

)

*

"

"

D

%均匀正应变8

#

是

7

?

作用下的截面应变$因为根据式!

>

"和!

*

"可知&

8

#'

2

(

+

#'

7

?

#;

$ !

*(

"

#

DC是
(

DC作用下的截面正应变$

#

DC满足&

2

(

+

#

DC

'

)

$ !

*!

"

截面轴向变形
)

与正应变
#

间具有微分关系&

)6

'#

$ !

*"

"

其中$

)

'

!

O!

*

"

$

O!

(

"

$.$

O!

!

)

*

"

"

D

%若记&

9

O

'

2

(

)

!

*>

"

则由式!

*>

"'!

*"

"和!

*(

"$得到板件面内拉弯综合抗

力体系的轴向变形方程见式!

*+

"%

9

O6

'

8

#'

7

?

#;

!

*+

"

@?@

!

板件的面内弯矩定义推导

设开口薄壁杆各板件分别沿其横截面中线方向

作用有横向荷载
P*

'

P(

'.'

P!

$在
9

截面处截取长度

为
I9

的微段杆件%根据荷载情况$可知杆件任意横

截面轴向力合力为
)

$因此$该微段两端截面处的轴

向力分别是&

?

DC

!

9

"'

?

DC

!

9

)

I9

"%从微段杆件中

任取板件
2

$该脱离体受力如图
!

%直角坐标系

9W

2+2

示于该图$

9

轴沿杆长方向$

+2

轴沿横截面中

线方向%

图
E

!

板件
3

微段脱离体受力分析

!!

参照式!

(

"$在图
!

中$脱离体两端截面的正应

力分别以其等效集中力形式2

?!

2

"

DC和2

?!

2d*

"

DC表

示%根据2板件面内拉弯综合抗力体系3的应力'应
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变假定$相邻板件间的相互作用力为脊线处的纵向

剪力流$以分别作用在两脊线上的轴向力
E!

2

"

'

E!

2d*

"

示于图
!

$其值可根据相邻板件的
9

向平衡得

到式!
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'
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"
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"
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)

*
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!

9
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*N

"

该脱离体所受
9

向力的合力为
)

$合弯矩如式

!
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2

/

E

9
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'

L
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"
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/
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!
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其中&
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L
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2

+

+

2

3

'

*

?
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!

3

"

!

9

( )
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()

"

为
9

截面处开口薄壁杆板件
2

的中面内弯矩$该内

力为正时$使板件
2

中取出的微段向
+2

轴正向凸%

与杆件截面弯矩的传统定义不同$定义!

()

"不

仅包含横截面正应力合弯矩$还反映了板件间纵向

相互作用$可使薄壁杆分析得到简化%

根据
+2

向力的平衡关系$可得式!

(*

"%

P2

'&

I

I9

@

2

!

(*

"

根据脱离体的力矩平衡$并略去二阶项$得到式

!

((

"%

@

2

'

I

I9

/

2

!

((

"

将式!

(*

"和!

((

"应用于所有板件$并分别综合$

得到式!
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4
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I
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!
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.

'

I
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其中$
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$.$

P!

"
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(
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"

D

'
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'

!

/

*

$

/

(
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/

!

"

D

%

@?E

!

横向变形微分方程

板件
2

截面上的
/

2

可等效为一对作用在节点!

2

"

和!

2d*

"的大小相等'方向相反的轴向力$如式!

(>
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2
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式!
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"应用于所有板件$并综合$得到式!
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(
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'

2

!

+

5

!

(+

"

(

DC的
!d*

个元素需满足和为
)

的条件$因此

从
(

DC到
5

的转换关系并不唯一$例如$不妨将式

!

(+

"扩展为式!

(A

"$

(

DC

'

2

"

+

)

:

%

&

2

3

5

!

(A

"

其中
2

"

为
!d*

阶满秩矩阵&

2

"

'

!

&

2

D

(

;

2

!
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(N

"

所以&

5

'

2

>

+

(

DC

$ !

(@

"

其中$

2

>

是
2

"

&

*的后
!

行元素所构成的
!

行
!

)

*

列

矩阵%

任意板件
2

$面内弯曲的曲率
'

2

满足式!
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*

'

2

'

#
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!

2

"
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!

2

)

*

! "

"

L

-

2

!

!)

"

式!

!)

"应用于所有板件并综合$并注意到板件
2

的横截面中线向位移
>

2

满足式!

!*
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2

<

*

'

2

!

!*

"

得到式!
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2
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!
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其中$
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!

>

*

$

>
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"

D
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式!
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"与式!

!(

"联立$可解得
#
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$见式!
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#
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D
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+
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!
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"

综合式!
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!

"和!
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"$得到式!
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+
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+
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!
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其中&
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>

+

2

*

+

2

D

>
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!>

"

式!

!"

"形式上与平面弯曲梁的挠曲线近似方程

一致$因此参照后者$本文称
2

为开口薄壁截面的

2板件面内弯曲综合惯性矩3$

2

是对称矩阵%

综合式!

(!

"'!

("

"和!

!"

"$得到面内拉弯综合抗

力体系的横向变形微分方程见式!

!+

"%

4

'

#

+

2

+

6

9

!

!+

"

E

!

与经典理论的实例对比

设有一槽钢杆件$截面如图
"

所示%根据各板

件截面宽度与厚度$由式!

!>

"算得式!
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!
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)*(" ***( )*("
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"

图
F

!

某槽钢截面
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!!

从而可根据式列出杆件横向变形微分方程如式

!
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&
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"

在截面上任意选取原点
1

和相互垂直的方向

+

'

:

$建立平面直角坐标系
+

1:

$如图
"

%为与经典

理论进行比较$假设杆件变形时横截面满足2刚周边

假设3$则截面上任意一点的横向位移是随
1

的
+

'

:

向平移
>

+

'

>

:

及绕
1

的
9

向转角
8

$因此&
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>
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截面所受到的横向力亦可向
1

点等效$得到
+

'

:

向力
P

+

'

P:

及
9

向扭矩
Q

$关系如式!
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+
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式!
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"和!
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"代入方程!
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"$得到与!
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"等效
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其中&

1

'

7

D

+

2

+
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"

1

为对称阵$但通常并不是对角阵$表现为组成

方程组的
!

个方程间具有相关性$不便于方程的求

解%可通过指定特定的
+

1:

坐标系$使
1

成为对角

阵%此时
1

的非对角元素需满足&

1

2

3

'

)

!

2

=

3

"

% !

""

"

求解方程!

""

"$且不妨限制
0

的取值范围为&

)

"

0

'

%

(

$得到
4

*

'

4
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及
0

的唯一解&

4

*

'
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4

(
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$
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"

对比文献(

*A

)可知$由式!

">

"所确定的点
1

是

截面弯心'所确定的坐标方向是截面的主惯性轴方

向#此时
1

的主对角线各元素分别是截面主惯性矩

和主扇性惯性矩#此时方程组!

"(

"的
!

个方程分别

是&杆件在
(

个主惯性平面内的弯曲方程和
*

个约

束扭转方程!忽略了圣维南剪应力所对应的自由扭

转刚度"$各方程间相互独立%

上述分析表明$所提出的板件面内拉弯综合抗

力体系反映了开口薄壁杆的弯曲'翘曲及轴向拉伸

!见式!

*+

""的性质%上述分析还给出了一种列线性

方程组求解薄壁截面特性的方法$该方法避免了复

杂的积分步骤$便于程序化实施%

对比还表明$板件面内拉弯综合抗力体系的变

形方程未反映自由扭转刚度的作用$这是因为该体

系中未包含相应应力项$可通过
(

种措施解决&

*

"在

2刚周边假设3前提下$将纯扭矩内力项
.A

N

8

X

加入

方程!

"(

"$或以其等效中面剪力形式加入方程!

!N

"$

即可得到与经典理论等效的变形方程$见文献(

*N

)#

(

"将板件面外弯曲综合抗力体系!另文讨论"与本文

所讨论的板件面内拉弯综合抗力体系综合$可全面

反映荷载作用下薄壁杆件的拉压'弯曲'扭转'翘曲

及畸变变形%

F

!

板件面内拉弯综合抗力体系的单元

刚度方程

!!

所提出的横向变形方程组的系数矩阵虽然不具有

对角化的形式$然而目前已不成为计算困难$而且该方

程组在考虑了截面翘曲的情况下继承了平面弯曲问题

的计算特点$有利于从弯曲理论自然过渡到约束扭转

理论$下面以单元刚度方程的推导为例予以说明%

图
*

所示长度为
B

的开口薄壁杆$

9

轴沿杆长方

向由
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端指向
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根据式!
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若已知杆件左'右端截面各板件中线向位移
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及作用在两端截面各板件中面上的弯矩
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其中
3

为开口薄壁杆的板件面内弯曲综合线刚度$

3

'

#

B
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2
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解联立方程!

>*

"$得到杆端弯矩#根据杆端弯矩$

由式!
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"$得到杆端剪力%另外$对式!
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"沿杆

长积分$得到&
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综上$得到单元刚度方程$该方程具有熟悉的形式&
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若嫌刚度方程!

>"

"的杆端位移向量和力向量各

元素意义不具体$可作进一步变换&

将式!
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"代入!
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"$得到任意截面内力的
(

种

表达方式间的转换关系&
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"

将式!
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"应用于杆件两端!注意内外力表达系

统正方向约定的差异"$得到杆端力的
(

种表达方式

间转换关系&
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"

若已知任意截面关键节点的轴向位移
)

$则可

确定该截面各板件在中面内的转角&

66
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!
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综合式!

*>
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"$得到截面位移的
(

种表达

方式间转换关系&
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"

式!
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"可直接应用于杆件两端$并与式!
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起代入方程$单元刚度方程的形式得到更新&
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"

板件面内拉弯综合抗力体系的单元刚度矩阵

+

VBDJ

为对称阵%方程!

>@

"的杆端位移向量和力向量

的各组成元素物理意义明确具体$利于应用%

G

!

结
!

论

采用单肢解析化方法分析了开口薄壁杆的板件

面内拉弯综合抗力体系$采用静力平衡法推导了该

体系的变形方程$与经典理论进行了实例对比%建

立了开口薄壁杆件单元板件面内拉弯综合抗力体系

的刚度方程$以利应用$并籍此探讨其计算特点%结

论如下&

*

"板件面内拉弯综合抗力体系反映开口薄壁杆

件的拉压'弯曲和翘曲性质%基于此的单肢解析化

方法可采用列线性方程组的方式求解弯心坐标'主

扇性惯性矩等截面特性%

(

"对比所提供的视角表明$剪力中心和扇性惯

性矩是经典理论为方法的实用性所采取的措施和得

到的结果%然而就目前的计算技术而言$意义己大

为削弱$何况$系数矩阵对角化并不是求解线性方程

组最具效率的数学措施%

!

"在板件面内弯矩定义中考虑板件间纵向相互

作用力$可使考虑翘曲的薄壁杆件计算继承平面弯

曲的计算特点%

单肢解析化的板件面内拉弯综合抗力体系分析

放弃了刚周边假定$是弯曲理论的自然发展$有良好

理论和计算表现$既能通过引入刚周边假定兼容经

典理论$也可进一步深化$考虑截面畸变效应%
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