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要!等效线性化法是非线性结构体系的随机反应分析最常用的方法!但使用等效线性化法给出

的反应结果进行结构动力可靠性分析会带来很大的误差$将一般非线性体系通过均方最小误差原

则等效为
e-113/

=

非线性体系来进行结构动力可靠性分析$
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非线性体系可以通过
UPM

方

程求得其稳态精确解析解!所以使用该等效非线性法进行结构动力可靠性分析不仅计算上方便可

行而且精度较高$算例分析表明了等效非线性法分析结果可靠!且比等效线性化法的计算精度有

明显提高$

关键词!非线性体系&动力可靠度&等效
e-113/

=

非线性体系&随机振动&响应

中图分类号!

DO!**&!

(

P!*>&@

!!

文献标志码!

5

!!

文章编号!

*+A"?"A+"

"

()*(

#

)!?))A)?)+

O

\

6%Q'$&#2+600%#

-

8

<

72&, .&2L"/"0!"#$%#&'(8

<

72&,

+

<

#',%5A&$%'4%$%2

<

:#'$

<

7%7

!"#$%!5-(52'

$

&#$%,-+

F

6(

!

V67$$%$12343%;/

=

3/99.3/

=

0/I5.6738968-.9

$

270/

=

K70O/349.K38

E

$1V639/690/ID967/$%$

=E

$

270/

=

K70"*))A+

$

273/0

"

:472('52

&

;

H

-340%9/8%3/90.K

E

K89< <987$I3K879 <03/ <987$I$1/$/%3/90.K8.-68-.0%K

E

K89<.0/I$<

.9K

Q

$/K90/0%

E

K3K&X73%938S$-%I

=

9/9.089R3

=

9..$.S79/879.9K-%8K$19

H

-340%9/8%3/90.K

E

K89< <987$I

0.9-K9I8$0/0%

E

G9879K8.-68-.0%I

E

/0<36.9%30R3%38

E

&D7.$-

=

7 <3/3<-< <90/K

H

-0.99..$.

Q

.3/63

Q

%9

$

=

9/9.0%/$/%3/90.K

E

K89< S0K6$/49.89I8$9

H

-340%9/8e-113/

=

/$/%3/90.K

E

K89<

$

R0K9I$/ S7367879

K8.-68-.0%I

E

/0<36.9%30R3%38

E

S0K0/0%

E

G9I&D79066-.089K890I

E

K80890/0%

E

836K$%-83$/$1e-113/

=

/$/%3/90.

K

E

K89<60/R9S$.T9I$-8R

E

UPM9

H

-083$/

$

K$383K/$8$/%

E

6$/49/39/8R-80%K$066-.0898$0/0%

E

G9

K8.-68-.0%I

E

/0<36.9%30R3%38

E

R

E

-K3/

=

8799

H

-340%9/8/$/%3/90.K

E

K89< <987$I&B83K0%K$K7$S/8708879

0/0%

E

K3K.9K-%8K$19

H

-340%9/8/$/%3/90.K

E

K89<<987$I

Q

.9K9/89I79.93K.9%30R%90/I87960%6-%083$/066-.06

E

3K73

=

79.870/9

H

-340%9/8%3/90.K

E

K89<<987$I0

QQ

0.9/8%

E

87.$-

=

78799F0<

Q

%90/0%

E

K3K&

;&

<

="(/7

&

/$/%3/90.K

E

K89<

#

I

E

/0<36.9%30R3%38

E

#

9

H

-340%9/8e-113/

=

/$/%3/90.K

E

K89<

#

.0/I$<43R.083$/

#

.9K

Q

$/K9

!!

非线性体系的动力可靠性问题具有重要的理论

与实用意义%但考虑了结构非线性因素后$结构体

系在随机激励下的随机反应求解变得十分复杂$其

动力可靠性分析的难度也就更大(

*

)

%在非线性体系

的随机振动理论中$等效线性化方法是求解非线性

系统随机响应时应用得最广泛的方法并且目前仍在

得到不断发展(

(?+

)

%与精确解或数值模拟结果的比

较表明$等效线性化方法所给出的二阶矩精度通常

是令人满意的$但是$等效线性化方法给出的其它统

计量$如相关函数'极值等可能是不可靠的%因此$

等效线性化法给出的高安全界限时的超越统计量可

能是严重错误的#又如对非线性阻尼系统$用等效线

性化得到的首次超越概率与实际值之差可达数个量

级(

A

)

%
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鉴于上述原因$学者们致力于寻求更好的近似

方法%在这当中$等效非线性体系法实质上就曾经

被采用过%等效非线性体系法的思想最早是由

20-

=

79

E

提出的(

N

)

$但他提出的方法只适用于原体

系是拟线性的情况%朱位秋等(

@?*)

)建立一种适合于

求解拟李亚普诺夫系统随机响应的等效非线性系统

法%该方法采用的2最佳3等效原则是使等效系统与

原系统具有相同的平均能量变化规律!即具有相同

的漂移和扩散系数"%笔者采用的等效非线性体系

法将保留原体系的刚度非线性特征$而将非线性阻

尼等效线性化$即将原非线性体系等效为具有线性

阻尼'非线性刚度的结构体系$而这类具有线性阻

尼'非线性刚度的非线性体系是可以通过
UPM

方程

法求得其稳态反应过程的精确概率分布的%该方法

对原非线性体系无特殊要求$具有普适性%

>
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拟
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体系的等效非线性分析
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平稳激励下
@

非线性体系间的等效分析

一般情形下的单自由度非线性体系的振动微分

方程可表示为式!
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式中$
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"表示关于
Y

和
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的一般情形下的非

线性函数%随机激励
E
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"

"设为零均值'谱密度为
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)

的正态白噪声%

设与方程!
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"等价的非线性体系为式!
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"所示的
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分别为等效阻尼系数与等效刚度系数#

#

为常数$当
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时结构退化为线性体系#
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体系之间的误差可以用方程!
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误差项
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"也是一个随机过程%为使等效体

系最优地逼近原体系$等效准则采用使等效体系与

原体系之间的绝对偏差为最小$对于随机过程$等同

于使
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"的平方的均值!即
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"的均方值"最小(

**

)

%

按此准则来确定等效参数
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"$并利用求数学期望与求导运算间的

可交换性$最终整理可得式!
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由式!
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"可见$要求解等效参数
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上式右端的那些数学期望%在不作任何假设的情况

下$这些期望值是很难求得的$因为这需要知道反应

Y

!

"

"和
Y

+

!

"

"联合概率分布$而这是未知的%
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"为平稳过程$若略去反应过程的

过渡阶段$直接考虑稳态下的反应状况$此时根据平

稳过程与它的均方导数在同一时刻上总是互不相关

的这一结论$可知平稳位移反应
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"和速度反应

Y

+

!

"

"互不相关$因此有
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进一步$若参数
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$则可近似地直接略去
#

的高阶项$于是
5

9

'

N

9

可简化为式!

@

"%

5

9

'

#

(

Y

+

V

!

Y

$

Y

+

")

#

!

Y

(

"

)

(

#

#

(

Y

+

V

!

Y

$

Y

+

")

#

(

Y

1

!

Y

")

&#

#

(

Y

V

!

Y

$

Y

+

")

#

(

Y

+

1

!

Y

")

#

!

Y

(

+

"

#

!

Y

(

"

)

(

#

#

!

Y

(

+

"

#

(

Y

1

!

Y

")

N

9

'

#

(

Y

V

!

Y

$

Y

+

")

#

!

Y

(

+

"

&#

#

(

Y

+

V

!

Y

$

Y

+

")

#

(

Y

+

1

!

Y

")

)#

#

(

1

!

Y

"

V

!

Y

$

Y

+

")

#

!

Y

(

+

"

#

!

Y

(

+

"

#

!

Y

(

"

)

(

#

#

!

Y

(

+

"

#

(

Y

1

!

Y

$

%

&

")

!

@

"

!!

在随机等效分析中$通常用等效体系反应的联

合概率密度来代替原体系反应的联合概率密度来确

定式!
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"中的数学期望值%由于式!
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%所以$与等效线性化方法类似$等效非线性化方

法中$为最终得到
5

9

和
N

9

的具体值$通用的方法是

采用迭代法求解&首先假设
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的初值#然后将

其代入等效方程!
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方程法求出反应
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非平稳激励情形的讨论

对于非平稳随机激励的情况$由式!
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"

N

'

N

,

"

%

@

!

结构动力可靠度

通过等效非线性分析将原非线性体系等效为
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体系后$可通过
UPM

方程求得体系的联合

概率密度$于是可以方便地采用经典
P$3KK$/

过程

法求得体系的动力可靠度%

P$3KK$/

过程法计算基于首次超越破坏机制的

动力可靠度基本公式可表示为式!
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可由赖斯公式计算见式!
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"为反应过程
Y

!

"

"与其导数过程

Y

+

!

"

"的联合概率密度函数%

E

!

算
!

例

考虑
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振子受高斯白噪声激励$
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"是谱密度为
1
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的高斯白噪声$

#

6

为常参

数%试基于首次超越破坏机制分析该非线性体系的

动力可靠性%

体系!

*!

"为一复杂非线性体系$首先构造与其

等价的非线性体系见式!
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9

'

N
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为根据
(

体系间的误差最小的准则确定

的等效参数%在体系!
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"中$它们有明确的物理意

义$即
5

9

'

N

9

分别为当
#'

)

时
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体系退化为

线性体系时的阻尼系数和刚度系数%

E?>
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等效参数的求解

根据式!

@

"求出
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的表达式%经比较知&
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于是$根据数学期望的运算性质$式!
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"中的各

项期望可求得为
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经过化简计算$等效参数
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等效体系的随机反应求解

根据
UPM

方程法求解等效非线性体系!
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"$结 果如表
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所示%

表
>

!

等效体系"

>F

#的解析解

位移反应与速度反应的联合概率密度
FYY

+

!

9

$

9

+

"

'

=9F

Q

(

&

5

9

-#

61

)

!

*

(

9

(

+

)

*

(

N

9

9

(

)

#

"

N

9

9

"

")

位移反应过程
Y

!

"

"的边缘分布密度 FY

!

9

"

'

= (槡-

N槡9

"

Y

)

9F

Q

(

&

*

"

(

Y

)

!

*

(

9

(

)

#

"

9

"

")

速度反应过程
Y

+

!

"

"的边缘分布密度 FY

+

!

9

+

"

'

*

(槡-"

Y

)

+

9F

Q

!

&

9

(

+

(

"

(

Y

)

+

"

期望
#

(

Y

!

"

")

'

)

$

#

(

Y

+

!

"

")

'

)

方差
"

(

Y

<

"

(

Y

)

&

!

#"

"

Y

)

$

"

(

Y

+

'

-#

61

)

5

9

位移反应均方值
#

!

Y

(

"

'

-#

61

)

5

9

N

9

&

!

#

-

(

#

6

(

1

(

)

5

(

9

N

(

9

表 中$常 数
2

由 归 一 化 条 件 确 定$

=

'

*

(槡-

N槡9

"

Y

)

-

1

`

&`

9F

Q

(

&

*

"

(

Y

)

!

*

(

9

(

)

#

"

9

"

")

I9

/

&

*

#

"

(

Y

)

和
"

(

Y

)

+ 表示$体系!

*"

"当
#'

)

时退化为线性体系时

的位移反应
Y

)

!

"

"和速度反应
Y

)

+

!

"

"的平稳方差$这
(

个方差由线性随机振动分析理论可求得$见式!

*A

"%

"

(

Y

)

'

-#

61

)

5

9

N

9

$

"

(

Y

)

+

'

-#

61

)

5

9

!

*A

"

根据表中结果$可得式!

*N

"%

5

9

'&#

6

)

-#

6

(

1

)

5

9

N

9

&

!

#

-

(

#

6

!

1

(

)

5

(

9

N

(

9

N

9

'

*

)

!

#

-#

61

)

5

9

N

9

&

@

#

(

-

(

#

6

(

1

(

)

5

(

9

N

(

9

*

)

+

#

-#

61

)

5

9

N

9

&

*N

#

(

-

(

#

6

(

1

(

)

5

(

9

N

$

%

&

(

9

!

*N

"

式!

*N

"即是关于
5

9

和
N

9

的二元方程组$但难以

求其解析解$只能通过数值方法求数值解%确定
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和
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值后$再将其反代入表
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中的各式即得各项随

机反应结果%
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分析结果及讨论
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以下就将本文的计算结果与式!

*@

"的结果以及

等效线性化法分析的结果进行比较%若取参数

#'

)

$因为等效非线性体系退化为了线性体系$所

以此时可以得到将原非线性体系等效线性化分析的

结果%

由表
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计算结果对比可以看到$等效非线性法

给出的计算结果与文献(

@

)的结果甚接近$结果是可

靠的%此外$与等效线性化分析结果的比较表明$等

效非线性分析所给出的结果精度确有提高$而且有

随着等效体系非线性参数
#

的增大$其计算结果精

度也有提高的趋势%因此$等效非线性分析方法是

可行的%由表
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的计算结果可见$若将原非线性体

系等效为线性体系分析其动力可靠性$误差确实比

较大$结果与采用
L$/89?20.%$

数值模拟法(
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)的计

算结果吻合较好$等效非线性法的计算结果精度明

显提高%
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模拟法

体系动力可靠度
)&N@>" )&@!@N )&@">" )&@A*> )&N>"> )&@"+> )&@>A! )&@ANN
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结
!

论

非线性体系的动力可靠性分析精度的高低$其

关键在于体系的随机反应分析的精度高低%本文提

出的基于等效
e-113/

=

体系的等效非线性化法$将

具有一般普遍性的非线性体系等效为线性阻尼而刚

度非线性的这一类可以通过
UPM

方程求得其精确

稳态联合概率密度函数的非线性
e-113/

=

体系%算

例分析表明$本文方法的计算结果精度较之等效线

性化法的精度要好$提高了非线性体系动力可靠性

分析结果的精度%此外$由于所采用的等效非线性

体系中含有可控制体系非线性强弱的参数
#

$因此

改变
#

值的大小便可容易获得将原非线性体系等效

为不同强弱非线性体系时的分析结果#特别的$当取

#

为零$便可得到等效线性化的分析结果%这对于问

题的研究颇为方便%而
#

的最佳取值问题$即
#

取多

大值时能够获得精度最高的非线性体系可靠度计算

结果$这将是需要进一步开展的研究工作%

最后应指出$分析过程中为了简化计算$略去了

小参数的高阶项$同时处理高阶反应矩时所采用的

正态降阶法也采用了一些近似假设$这些将会对计

算结果的精度产生一定影响%
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