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摘　要：为了揭示非饱和状态时污染物在填埋场底部土层中的运移规律，建立了污染物在非饱和土中的扩散模型。

模型考虑了零浓度和零通量等下边界条件。在假设土层体积含水量随深度线性分布的基础上，利用分离变量法结合

广义正交理论推导了该模型的解析解。解析解计算结果和有限元软件ＣＯＭＳＯＬＭｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ４．２的计算结果符合

很好，并可退化到稳态解。１００年时非饱和土底端污染物通量为９１ｇ／ｈａ／ａ，是孔隙度０．３时饱和土底端通量（６３ｇ／

ｈａ／ａ）的１．４倍，是孔隙度０．６时通量（１２６ｇ／ｈａ／ａ）的０．７倍。当土层上下端总体积含水量一定时，同一时刻土层底

部污染物相对浓度随顶端含水量增大而减小；土层底部污染物通量变化则很小。本文解析解可用于复杂数值模型的

检验，实验数据的拟合和填埋场防渗系统的初步设计等。
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　　为防止和减缓降雨入渗和垃圾自身降解等产生的高污

染物浓度填埋场渗滤液对地下水造成的污染，必须对渗滤液

扩散引起的地下水污染问题进行研究与评价［１７］。虽然填埋

场渗滤液对地下水的污染问题可以通过数值模型分析和求

解［８１０］，但解析解在许多方面是代替数值方法的一种经济、有

效的方法［１１１２］。一方面解析解是数值解的理论基础［１３］；另一

方面，数值方法的复杂程度往往较高（尤其在填埋场的初步

设计阶段），采用详尽的数值模拟及其必要的发散性检查所

需要的代价（按工时）往往不合算［１４］。

ＬｉｕａｎｄＢａｌｌ
［１５］和Ｆｏｏｓｅ等

［１６］获得了半无限空间污染物

在土中的一维扩散解析解。ＳｈａｃｋｅｌｆｏｒｄａｎｄＬｅｅ
［１７］，陈云敏

等［１８］，谢海建等［１９］和ＬｉａｎｄＣｌｅａｌｌ
［２０］分别针对不同的边界条

件和土层的分层性等因素，得到了有限厚度边界时污染物在

土中的一维扩散解析解。但这些解析解均基于饱和土层，许
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多情形下填埋场底部的防渗层是非饱和的［２１２２］。Ｆｉｔｙｕｓ

等［２１］对已有填埋场的调查发现，土层体积含水量达到稳态需

要的时间远小于填埋场污染物的运移时间；因此假设填埋场

底部土层中体积含水量稳态分布是合理的，且由此导致的误

差可以忽略。对每一单层土而言，线性体积含水量分布是分

析非饱和土中体积含水量分布的实用和简便的方法［２１］。以

往学者主要针对污染物在非饱和含水层中的运移问题进行

研究，水力梯度引起的对流作用和机械弥散作用往往是这类

问题的主导作用，而分子扩散作用则往往被忽略［２３］。因此，

基于此得到的污染物在非饱和含水层中运移的解析解不能

用于分析污染物在填埋场底部粘性土中的运移问题。

本文在假设填埋场底部非饱和土层内体积含水量线性

分布的条件下，建立了污染物在填埋场底部非饱和土中的扩

散模型，利用分离变量法结合广义正交理论得到了该模型的

解析解。通过与多物理场耦合分析软件 ＣＯＭＳＯＬ Ｍｕｌ

ｔｉｐｈｙｓｉｃｓ４．２
［２４］的计算结果比较，验证了本文解析解的正确

性和有效性。基于该解析解，研究了土层体积含水量变化对

污染物击穿非饱和土的影响。该解析解可用于数值模型的

验证和试验数据的拟合等。

１　数学模型

１．１　基本假设

假设渗滤液中污染物浓度保持不变，为犆０。底部的污染

物浓度为０或污染物通量为０。并假设竖直向下为狕的正方

向，且狕轴的原点在非饱和土顶端，土层厚度为犔（见图１）。

图１　污染物在非饱和土中运移模型

该模型的主要假设有：（１）污染物在非饱和土层中运移

是一维的；（２）土层是均质的；（３）仅考虑污染物在非饱和土

中的扩散作用，不考虑对流作用的影响；及（４）土层体积含水

量是深度的线性函数。

１．２　控制方程及边界条件

在上述假设条件下，污染物在非饱和土中的一维扩散控

制方程为［２１，２５］：

θ（狕）犇 
２犆（狕，狋）

狕
２ ＋犇 θ（狕）

狕
犆（狕，狋）

狕
＝
犆（狕，狋）

狋
（１）

其中犆（狕，狋）为土层孔隙水中污染物浓度（ｍｇ／Ｌ），随深度狕

和时间狋变化；犇为污染物在非饱和土中的有效扩散系数

（ｍ２／ｓ）；θ（ｚ）为体积含水量，即单位体积土体中水的含量；这

里假设其为深度的线性函数［２１］

θ（狕）＝犃＋犅狕 （２）

其中犃、犅为常数。

将式（２）代入式（１），得到：

犆（狕，狋）

狋
＝犇 

２犆（狕，狋）

狕
２ ＋

犅犇

犃＋犅狕
犆（狕，狋）

狕
（３）

式（３）即为假设体积含水量线性变化时污染物在非饱和土中

的扩散方程。

当上部污染物浓度犆０ 不变时，上边界条件为：

犆（０，狋）＝犆０ （４）

若下边界保持污染物浓度为０，则下边界条件为：

犆（犔，狋）＝０ （５）

当土层下方含水层的水流流速较大以致能及时带走渗漏出

的污染物时，适宜采用上述零浓度边界条件。

若土层底部通量为零，则下边界条件为：

犆（犔，狋）

狕
＝０ （６）

当粘土衬垫的下卧含水层流速很小，或其下卧层是不透水的

基岩时，可采用这种边界条件。

在初始时刻，土层中污染物浓度假设为深度的某一

函数：

犆（狕，０）＝犳（狕） （７）

其中犳（狕）为初始时刻非饱和土中污染物的浓度分布函数。

２　模型的解

在满足边界条件式（４）～（６）和初始条件式（７）下，控制

方程（３）的解为（详细的求解过程见附录）：

犆（狕，狋）＝ 
∞

犿 ＝１
η

犿ｅｘｐ（－犅

２犇λ
２
犿狋）

［狇犿犑０（犃λ犿 ＋犅λ犿狕）＋犢０（犃λ犿 ＋犅λ犿狕）］＋（狕） （８）

其中：

η
犿 ＝

－∫
犔

０
（犃犅＋犅２狕）φ（狕）狇犿犑０（犃λ犿 ＋犅λ犿狕）＋犢０（犃λ犿 ＋犅λ犿狕［ ］） ｄ狕

∫
犔

０
（犃犅＋犅２狕）狇犿犑０（犃λ犿 ＋犅λ犿狕）＋犢０（犃λ犿 ＋犅λ犿狕［ ］） ２ｄ狕

（９）

犑０ 为０阶第一类贝塞尔函数，犢０ 为０阶第二类贝塞尔函数，

λ犿 为方程的第犿 个特征根。

在式（８）浓度解的基础上，可通过下式得到任意时刻狋和

任意位置狕处污染物的通量犑：

犑（狕，狋）＝－θ犇 犆（狕，狋）

狕
（１０）

当下边界为零浓度时：

φ（狕）＝ （ｌｎ 犃＋犅狕犃＋ ）犅犔
／ （ｌｎ 犃

犃＋ ）犅犔
（１１）

或当下边界为零通量时：

φ（狕）＝１ （１２）

由式（８）可知，当狋→∞时，即在稳态时，污染物的浓度分布即

为φ（狕）。

３　与数值解及饱和时解的比较

为了验证本文解析解的有效性和合理性，比较了本文解

和多物理场耦合分析软件ＣＯＭＳＯＬＭｕｌｔｉｐｈｙｓｉｃｓ４．２
［２４］的

计算结果。计算比较时模型相关参数参考文献［２１］，取土层

顶部体积含水量为０．３６，底部为０．３７９５，土层厚度０．７５ｍ，

扩散系数犇为５×１０－１０ｍ２／ｓ。如图２所示，经过１０年时间

的运移，由本文解得到的污染物浓度结果和对应数值计算结

果符合得很好，这说明了本文解的正确性。

图３为在底部边界为零浓度情况下改变上下体积含水

量分别为０．３和０．６时，土层污染物相对浓度变化曲线本文
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图２　本文解与数值解的比较

解及饱和情况解比较，发现本文非饱和时解在同一深度较饱

和时的解结果偏小，说明相对饱和土，污染物在非饱和土中

随深度增加其相对浓度变化较慢。

图３　非饱和与饱和土中污染物相对浓度曲线

图４为底部零浓度边界条件下本文非饱和土的解与饱

和时的解在土底端通量上的比较，非饱和土时顶端体积含水

量为０．３，底端体积含水量为０．６，饱和时的孔隙度分别取为

０．３和０．６。非饱和土底端污染物通量击穿曲线介于饱和度

０．３和０．６得到的通量击穿曲线之间。１００年时非饱和土底

端污染物通量为９１ｇ·ｈａ
－１·ａ－１，是孔隙度为０．３时饱和土

底端通量（６３ｇ·ｈａ
－１·ａ－１）的１．４倍，是孔隙度为０．６时通

量（１２６ｇ·ｈａ
－１·ａ－１）的０．７倍。这也说明非饱和土的体积

含水量对污染物的通量击穿曲线影响较大。

图４　饱和与非饱和土层底端污染物通量

４　参数分析

为了从理论上考察土层不同体积含水量分布对污染物

扩散的影响，本文选取了四种不同体积含水量分布。粘土孔

隙率变化范围为０．１－０．８
［２７］。本文选取各工况体积含水量

取值见表１。工况１为土层顶部和底部体积含水量分别为

０．３和０．６。工况２与工况１相反，即体积含水量在顶部和底

部分别为０．６和０．３。工况３和４与工况１和２类似，仅土层

上下部的体积含水量分别为０．５和０．５５。

表１　四种工况体积含水量取值

工况 上边界体积含水量犃 下边界体积含水量犃＋犅犔

工况１ ０．３ ０．６

工况２ ０．６ ０．３

工况３ ０．４ ０．５５

工况４ ０．５５ ０．４

图５为四种不同工况下土层底部污染物相对浓度随时

间的变化曲线，即浓度击穿曲线的变化。分析表明工况３和

４结果介于工况１和２之间，曲线形状非常类似。当非饱和

土顶端体积含水量小于底端体积含水量时（工况１和３），经

过５年时间的运移，达到非饱和土底端的污染物相对浓度较

小；相反地，当非饱和底端体积含水量大于底端体积含水量

时（工况２和４），经过相同时间，达到非饱和土底端污染物相

对浓度较大。经过１０年时间的运移，工况１和３达到非饱和

土底端的相对浓度较小，分别为０．２９和０．３３。工况２和４

对应的相对浓度较大，分别为０．４４和０．４０。这说明当非饱

和土顶端体积含水量小于底端体积含水量时，污染物在该种

条件下扩散运移地较慢；相反，在非饱和土顶端体积含水量

大于底端体积含水量时，污染物运移较快。

图５　不同工况污染物浓度击穿曲线比较

图６为不同工况下非饱和土底部污染物通量随时间的

变化曲线。工况１和２的底部通量差别不大。工况３和４的

通量击穿曲线在１０年之前有所差别，但１０年后逐渐趋于一

致。不同于浓度击穿曲线，土层上下端体积含水量变化较小

的工况，即工况３和４的底部污染物通量较大，１００年时其通

量是工况１和工况２的１．０９倍。
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图６　不同工况非饱和土底部污染物通量击穿曲线比较

５　结　论

本文在假设土层体积含水量随深度呈线性分布的基础

上，根据污染物在非饱和土中的扩散模型，利用分离变量法

结合及广义正交理论得到了该模型的解析解。通过与数值

解法的比较验证本文模型解的合理性。基于该解析解本文

分析了土层不同体积含水量分布时污染物通过非饱和土的

浓度和通量击穿曲线，得到的主要结论有：

（１）本文解的计算结果和饱和情形的解的结果比较发现

体积含水量变化对污染物运移影响较大；且随着时间的增

大，本文解得到的污染物浓度曲线逐渐接近稳态的情形，说

明了本文解的正确性和合理性。

（２）污染物在非饱和土中的扩散较其在饱和土中慢。当

土层上下端体积含水量分别为０．３到０．６时，５年后０．３ｍ

深处非饱和土中污染物相对浓度为０．３８，而饱和土时为

０．４５。控制填埋场底部土层的饱和度有利于填埋场的防污。

（３）体积含水量的线性变化对非饱和土底部污染物通量

变化影响较大，分别为饱和时最大体积含水量和最小体积含

水量对应的土层底部污染物通量的０．７和１．４倍。

（４）当非饱和土层顶端体积含水量小于底端体积含水量

时，污染物在非饱和土中扩散运移较慢；相反，当顶端体积含

水量大于底端体积含水量时，污染物运移较快。
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附　录

令狓＝犃＋犅狕，则狕＝（狓－犃）／犅，从而将控制方程及边界条件转

化为：

１

犅２犇
犆

狋
＝
２犆

狓２
＋
１

狓
犆

狓
（Ａ１）

犆（犃，狋）＝犆０ （犃２）

犆（犃＋犅犔，狋）＝０（零浓度下边界） （Ａ３）

　　或

犆（犃＋犅犔，狋）

狓
＝０（零通量下边界） （Ａ４）

　　初始条件：

犆（狓，０）＝犳（狓） （Ａ５）

　　为了将非齐次边界条件（Ａ２）转化为齐次边界条件，根据叠加原

理，可假设犆（狓，狋）的解具有的形式为［２６］

犆（狓，狋）＝狌（狓，狋）＋φ（狓）犆０ （Ａ６）

其中狌（狓，狋）满足

１

犅２犇
狌（狓，狋）

狋
＝
２狌（狓，狋）

狓２
＋
１

狓
狌（狓，狋）

狓
（Ａ７）

狌（犃，狋）＝０ （Ａ８）

狌（犃＋犅犔，狋）＝０ （Ａ９）

或

狌（犃＋犅犔，狋）

狓
＝０ （Ａ１０）

满足初始条件（Ａ５）得：

狌（狓，０）＝犳（狓）－φ（狓）犆０ （Ａ１１）

　　φ（狓）则满足如下的常微分方程和边界条件：

犱２φ（狓）

ｄ狓２
＋
１

狓

ｄφ（狓）

ｄ狓
＝０ （Ａ１２）

（犃）＝１ （Ａ１３）

φ（犃＋犅犔）＝０ （Ａ１４）

　　或

ｄφ（犃＋犅犔，狋）

ｄ狓
＝０ （Ａ１５）

　　对零浓度下边界条件（Ａ１４），控制方程（Ａ１２）的解为

φ（狓）＝
（ｌｎ 狓

犃＋ ）犅犔

（ｌｎ 犃

犃＋ ）犅犔

（Ａ１６）

对零通量下边界条件（Ａ１５），控制方程（Ａ１２）解为

φ（狓）＝１ （Ａ１７）

关于狌（狓，狋）的求解可采用分离变量法，设控制方程（Ａ７）的解具有的

形式为

狌（狓，狋）＝Γ（狋）犚（狓） （Ａ１８）

其中Γ（狋）和犚（狓）分别为时间狋和空间狓的函数。

由控制方程（Ａ７）可知，Γ（狋）由下式确定

Γ（狋）＝ｅｘｐ（－犅２犇λ２犿狋） （Ａ１９）

空间变量狓的函数犚（狓）满足如下特征根方程：

犱２犚（狓）

犱狓２
＋
１

狓

犱犚（狓）

犱狓
＋λ２犚（狓）＝０ （Ａ２０）

犚（犃）＝０ （Ａ２１）

犚（犃＋犅犔）＝０（Ａ２２）

或

犱犚（犃＋犅犔）

犱狓
＝０ （犃２３）

于是，狌（狓，狋）可由下式确定：

狌（狓，狋）＝ 
∞

犿 ＝１

α犿ｅｘｐ（－犅２犇λ２犿狋）犚（λ犿，狓） （Ａ２４）

其中α犿 为待定参数。

将式（Ａ２４）代入初始条件（Ａ１１）得到

犳（狓）－φ（狓）犆０＝
∞

犿＝１

α犿犚（λ犿，狓） （Ａ２５）

　　方程（Ａ２０）－（Ａ２５）是ＳｔｕｒｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ问题的一个特例，因此犚

（λ犿，狓）具有如下的正交性质
［２２］：

∫
犃＋犅犔

犃
狓犚（λ犿，狓）犚（λ狀，狓）犱狓＝

０ 犿≠狀

犖（λ犿） 犿＝｛ 狀
（Ａ２６）

其中犖（λ犿）由下式确定

犖（λ犿）＝∫
犃＋犅犔

犃
狓犚２（λ犿，狓）犱狓 （Ａ２７）

犚犿（狓）是常微分方程（Ａ２０）的解，其具有的形式为

犚犿（狓）＝β１犿犑０（λ犿狓）＋β２犿犢０（λ犿狓） （Ａ２８）

　　设犪＝犃，犫＝犃＋犅犔；将上式代入上边界条件（Ａ２１）和下边界条
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件（Ａ２２）、（Ａ２３）得到：

β１犿犑０（λ犿犪）＋β２犿犢０（λ犿犪）＝０ （Ａ２９）

β１犿犑０（λ犿犫）＋β２犿犢０（λ犿犫）＝０（零浓度下边界） （Ａ３０）

或 β１犿犑１（λ犿犫）＋β２犿犢１（λ犿犫）＝０（零通量下边界） （犃３１）

式中犑１（狓），犢１（狓）分别为狓的一阶第一类贝塞尔函数和一阶第二类

贝塞尔函数。

因为β１犿和β２犿是不为零的参数，则由式（Ａ２９）和 （Ａ３０）或（Ａ３１）

可得确定特征根λ犿 的方程如下：

犑０（λ犿犪）犢０（λ犿犫）－犑０（λ犿犫）犢０（λ犿犪）＝０（零浓度下边界）

（Ａ３２）

或

犑０（λ犿犪）犢１（λ犿犫）－犑１（λ犿犫）犢０（λ犿犪）＝０（零通量下边界）

（Ａ３３）

另外，由（Ａ２９）～（Ａ３１）可得到β１犿和β２犿的相互关系：

β１犿 ＝狇犿β２犿 （犃３４）

其中，零浓度下边界时：

狇犿 ＝－
犢０（λ犿犪）－犢０（λ犿犫）

犑０（λ犿犪）－犑０（λ犿犫）
（Ａ３５）

零通量下边界时：

狇犿 ＝－
犢０（λ犿犪）－犢１（λ犿犫）

犑０（λ犿犪）－犑１（λ犿犫）
（Ａ３６）

于是（Ａ２８）可表示为

犚犿（狓）＝β２犿［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］ （Ａ３７）

将式（Ａ３７）代入式（Ａ２４）可得：

狌（狓，狋）＝ 
∞

犿 ＝１

α犿β２犿犲狓狆（－犅
２犇λ２犿狋）［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］

（Ａ３８）

令αｍβ２ｍ＝ηｍ 则得：

狌（狓，狋）＝ 
∞

犿 ＝１
η犿犲狓狆（－犅

２犇λ２犿狋）［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］

（Ａ３９）

由初始条件（Ａ２５）和式（Ａ３９）可知：

－φ（狓）＝
∞

犿＝１
η犿［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］ （Ａ４０）

两边同乘狓［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］再积分并由正交关系式（Ａ２６）、

（Ａ２７）可以确定η犿 为

η犿 ＝
－∫

犫

犪
狓φ（狓）［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］ｄ狓

∫
犫

犪
狓［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］２ｄ狓

（Ａ４１）

从而控制方程（Ａ１）的解为：

犆（狓，狋）＝ 
∞

犿 ＝１
η犿ｅｘｐ（－犅

２犇λ２犿狋）［狇犿犑０（λ犿狓）＋犢０（λ犿狓）］＋

（狓） （Ａ４２）

将狓＝犃＋犅狕代入上式即可得到控制方程（１）的解为式（８）。

（编辑　罗　敏
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　　２）辽东湾沙质海岸侵蚀模式以浪坎坍塌型为主，基岩海

岸侵蚀模式主要表现为块状崩落型和岩溶凹陷型，粉沙淤泥

质海岸侵蚀模式以冲磨蚀型为主。

３）由于辽东湾海岸带地质条件复杂，波浪、风暴潮等海

洋环境条件变化多端，因此，以上对辽东湾侵蚀模式及等级

的总结分析，可能未能穷尽，这也是今后需要进一步探讨的

地方。
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