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摘　要：结构识别的基本思想是结构的实际物理性态的变化将影响结构各自由度的响应数值，从而可以依据结构的

动力特性逆向识别出结构的实际性态。因此，作为典型的反问题，参数反演得到广泛的研究。笔者通过结构的动力

特性（固有频率和振型）基于正则化方法进行反演从而达到结构的参数识别。
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　　结构损伤识别的基本问题是如何从给定的结构力学特

性测量中，确定结构损伤的出现、位置和程度，属力学反问题

研究范畴。由于实际工程中测量信息的不充分和不准确，使

得反问题的解往往是不适定的，也即是解不同时满足下列

３个条件：１）解的存在性；２）解的唯一性；３）解的收敛性。在

工程实际中反问题的求解都是根据实际问题建立优化目标

函数，求反问题的优化解，从而反问题的求解问题可归结为

非线性泛函的极值问题。由于结构损伤识别问题的非线性

和解的不适定性，使得结构损伤识别问题的求解变得极为困

难，因此，研究高效实用的反演方法显得十分重要和必要。

笔者采用正则化迭代反演方法，通过结构的固有频率和

振型联立进行结构的损伤识别，并用算例验证该方法的可

行性。

１　正则化方法简介

正则化方法是一种行之有效且广泛使用的用于求解病

态反问题（不适定性反问题）的稳定近似解的数值方法。反

问题的不适定性特性将对整个数值求解产生本质的影响，可

以把不适定性问题的数值逼近看成是其扰动数据的解（包括

算子扰动和输入数据扰动），因此直接将方程近似求解的标

准方法用于不适定性方程时将产生无意义的数值结果。问

题病态性的程度可由映射算子的条件数大小来判定，条件数

越大则问题的病态性越严重。正则化方法是为处理不适定

性反问题而提出的。

所谓正则化（ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ），就是通过对不适定的原问

题进行适当的调整，使之变成与原问题相临近的适定问题，

从而用该适定问题的稳定解去逼近原问题的不稳定解。

２　镇定泛函（稳定泛函）的构造

线性或非线性参数系统的识别方程可以统一描述为：

犉（｛θ｝）＝ ｛犘｝ （１）

　　犉：｛θ｝→｛犘｝是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的有界算子。当算子为病态

时，可采用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法来构造该问题的有效算法，

即将式（１）化为如下的泛函（展平泛函）极小问题：

ｍｉｎ
｛θ｝∈犇
犈（｛θ｝）＝ 犉（｛θ｝）＋λ２Ω（｛θ｝） （２）

其中Ω（｛θ｝）是定义在空间｛θ｝上的镇定（稳定）泛函。Ω｛θ｝与

某些先验知识，或是先验解有关。 · 表示欧氏２－范数；

λ＞０为正则化参数，决定了残差范数和镇定泛函范数之间的

一种协调关系。

在没有任何先验知识的情况下，对于有限维离散的参数

识别问题，镇定（稳定）泛函通常可选择为：

Ω（｛θ｝）＝ ［犔］犡 ２
２ （３）
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其中，［犔］是正则化稳定矩阵，其选择主要考虑算子的条件数

和奇异值分布，［犔］的不同取法会影响到近似解的精度和稳

定性。

在结构系统识别中，结构参数的取值分布往往有一些先

验的知识，将这些先验知识构成的参数约束条件取为 Ｔｉｋ

ｈｏｎｏｖ镇定泛函，从而可以将不适定问题转化为所谓的条件

适定问题求解。常用的参数约束条件是给定参数的取值范

围，认为参数｛θ｝在某一预估值｛θ０｝（如参数设计值）附近波

动，即：

｛θ｝－｛θ０｝
２
２ ≤ε （４）

　　在结构系统识别中，另一个常用的参数约束条件是某些

参数的取值接近相等，如可以认为同一构件中各单元的物理

参数或同一类型构件的物理参数接近相等。即有：

［犃］｛θ｝２
２ ≤ε （５）

　　综合式（４）、（５），参数约束方程可合写为：

［犔］｛θ｝－｛犱｝２
２ ≤ε （６）

　　考虑约束条件（６）的参数识别问题（１）可化为如下优化

问题求解：

ｍｉｎ
｛θ｝∈犇
犈（｛θ｝）＝ 犉｛θ｝－｛犘｝２

２

ｓ．ｔ．［犔］｛θ｝－｛犱｝２
２ ≤

烅
烄

烆 ε

（７）

　　按照Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法，该优化问题等效于正则化问题：

ｍｉｎ
｛θ｝∈犇
犈（｛θ｝）＝ 犉（｛θ｝）－｛犘｝２

２＋λ
２ ［犔］｛θ｝－｛犱｝２

２

（８）

　　或者

ｍｉｎ
｛θ｝∈犇
犈（｛θ｝）＝ 犉（｛θ｝）－｛犘｝２

２＋

λ
２ ［犔］（｛θ｝－｛θ０｝）

２
２ （９）

其中［犔］／｛θ０｝＝｛犱｝。

针对病态不适定问题，Ｈｏｅｒｌ和 Ｋｅｎｎａｒｄ提出了用岭估

计的方法来克服矩阵的病态性。它是一种在均方误差意义

下优于最小二乘法估计的有偏估计方法。结合式（１）并且对

式（２）求导，得到岭估计的解为：

｛θ｝＝ （犉Ｔ犙Ｆ＋λ犐）－
１Ｆ犜犙Ｐ （１０）

其中｛θ｝为岭估计解；λ为岭参数；犐为单位矩阵，犙为权重矩

阵；· 表示欧氏２－范数。

３　犔犪狀犱狑犲犫犲狉迭代法

数学物理中的反问题往往是不适定的，而不适定问题

的求解所面临的本质困难是解的不稳定性，若不通过特殊

的方法求解就不会得到合理的结果。Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法对

于求解大规模问题是十分有利的，而且比较稳定。目前，

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法已进一步发展于求解非线性的不适定

问题。

Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法基于岭估计，其迭代格式为：

｛θ｝犽＋１ ＝ ｛θ｝犽＋ω（犉
犜犉）－１犉犜（犘－犉（｛θ｝犽）） （１１）

其中ω为松弛因子，且０＜ω＜１／ 犉 ２。

４　算例

４．１　平面２６杆桁架结构模型

如图１所示的平面２６杆桁架结构，杆的截面面积为

１０－４ｍ２，弹性模量和密度均未知。

图１　平面２６杆桁架结构

４．２　区间参数反演

已知前５阶特征值的上下限见表１。

表１　平面２６杆桁架前５阶特征值的上下限（×１０６）

特征值１ 特征值２ 特征值３ 特征值４ 特征值５

上限 ０．０４５０ ０．１５６７ ０．５６６３ １．２８７７ １．８００４

下限 ０．０３９８ ０．１３８６ ０．５００９ １．１３９０ １．５９２４

分别对特征值的上下限采用正则化方法，通过Ｌ曲线

（图２、图３）获得岭参数，经过 Ｌａｎｄｗｅｂｅｒ迭代法，迭代次

数为６次。从而得到结构各个杆件的弹模上下限如表２

所示。

图２　弹模密度上限Ｌ曲线

图３　弹模密度下限Ｌ曲线
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表２　平面２６杆桁架各杆件弹模的上下限

计算值 真实值

上限 下限 上限 下限

弹

性

模

量

１ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

３ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

４ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

５ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

６ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

７ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

８ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

９ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１０ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１１ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１２ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１３ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１４ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１５ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１６ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１７ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１８ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

１９ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２０ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２１ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２２ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２３ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２４ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２５ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

２６ ０．０５７３ ０．０５１２ ０．０５７３ ０．０５１２

质

量

密

度

１ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

３ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

４ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

５ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

６ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

７ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

８ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

９ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１０ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１１ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１２ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１３ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１４ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１５ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１６ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１７ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１８ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

１９ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２０ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２１ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２２ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２３ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２４ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２５ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

２６ ０．１８７６ ０．１８９３ ０．１８７６ ０．１８９３

在计算过程中，由于弹性模量和质量密度的数量级不

同，并且相差较大，故在计算处理过程中，将弹性模量和质量

密度统一到较小的数量级上来，这样会在一定程度上降低反

问题的不适定性和病态性，从而使反演解达到稳定且收敛。

从计算反演结果来看，特征值的上限反演得到弹性模量

的上限，特征值的下限反演得到弹性模量的下限，除此之外，

还能看出反演的结果完全与真实解符合，这说明反演很成

功，理论得到证明。

参考文献：

［１］ＴｉｋｈｉｎｏｖＡＮ，ＡｒｓｅｎｉｎＶＹ．ＳｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆⅢ：ｐｏｓｅｄｐｒｏｂｌｅｍｓ

［Ｍ］．Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ：Ｖ．Ｈ．Ｗｉｎｓｔｏｎ，１９７７．

［２］ＨａｎｓｅｎＰＣ．ＲａｎｋｄｅｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｄｉｓｃｒｅｔｅⅢｐｏｓｅｄｐｒｏｂｌｅｍｓ：

ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｓｐｅｃｔｓ ｏｆｌｉｎｅａｒｉｎｖｅｒｓｉｏｎ ［Ｍ］．Ｐｈｉｌｅｄｅｌｐｈｉａ：

ＳＩＡＭ，１９９８．

［３］ＥｎｇＨ Ｗ，ＨａｎｋｅＭ，ＮｅｗｂａｕｅｒＡ．Ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｏｆｉｎｖｅｒｓｅ

ｐｒｏｂｌｅｍｌｓ［Ｍ］．Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ：ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，２０００．

［４］肖庭延，于慎根，王彦飞．反问题的数值解法［Ｍ］．北京：科学

出版社，２００３．

［５］柳春图，陈卫江．缺陷识别反问题的研究状况与若干进展［Ｊ］．

力学进展，１９９８，２８（３）：３６１３７３．

ＬＩＵＣｈｕｎｔｕ，ＣＨＥＮ Ｗｅｉｊｉａｎｇ．Ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｓｔａｔｅａｎｄｓｏｍｅ

ｐｒｏｇｒｅｓｓｏｎｉｎｖｅｒｓｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｆｌａｗｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ａｄｖａｎｃｅｓ

ｉｎＭｅｃｈａｎｉｃｓ，１９９８，２８（３）：３６１３７３．

［６］ＭａｒｉｎＬ．Ｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔ：ｍｉｎｉｍａｌｅｒｒｏｒｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅ

ＣａｕｃｈｙｐｒｏｂｌｅｍａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈＨｅｌｍｈｏｌｔｚ：ｔｙｐｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．

ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｅｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，４４（２）：２０５２１９．

［７］ＨａｙａｓｈｉＫ，ＯｎｉｓｈｉＫ，ＯｈｕｒａＹ．Ｄｉｒｅｃｔｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｏｆｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｓｉｎｔｈｅＬａｐｌａｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ

Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００３，１５２（１／２）：

１６１１７４．

［８］ＤｅｌｖａｒｅＦ，ＣｉｍｅｔｉｅｒｅＡ．ＡｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｍｅｔｈｏｄｆｏｒｔｈｅＣａｕｃｈｙ

ｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｔｈｅＬａｐｌａｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｕｓｉｎｇＢＥＭ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ

Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００８，４１（６）：７８９７９６．

［９］王振杰．测量中不适定问题的正则化解法［Ｍ］．北京：科学出版

社，２００６．

［１０］金其年，侯宗义．关于迭代Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的最优正则参数选

取［Ｊ］．高校应用数学学报：Ａ辑，１９９６，１１（３）：３２ｌ３２８．

ＪＩＮ Ｑｉｎｉａｎ，ＨＯＵ Ｚｏｎｇｙｉ．Ｏｐｔｉｍａｌｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｃｈｏｉｃｅｆｏｒｉｔｅｒａｔｅｄ Ｔｉｒｈｏｎｏｖ ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ ［Ｊ］． Ａｐｐｌｉｅｄ

ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓＡＪｏｎｒｎａｌｏｆＣｈｉｎｅｓｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ，１９９６，１１（３）：

３２１３２８．

（编辑　张　苹）

０１１ 土 木 建 筑 与 环 境 工 程　　　　　　　　　　　　　　　　　　第３４卷


