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要!基于向量式有限元基本原理!首先推导了
#

节点膜单元的基本公式!详细阐述了通过逆向

运动获得单元节点纯变形位移的过程!以及进一步通过变形坐标系获得单元节点内力的求解方法&

同时对
#

节点膜单元的位置模式和内力计算的数值积分等问题提出了合理可行的处理方法%在此

基础上编制了
#

节点膜单元的计算分析程序!通过算例分析验证了理论公式和所编制程序的正确

性和有效性!进而将本文方法应用于气枕充气和布料悬垂等膜结构大变形大转动问题的计算分析%

关键词!膜结构&向量式有限元&
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膜结构是一种被广泛使用的柔性结构&仅有很

小的抗压或抗弯刚度&面外荷载作用下容易产生大

变形大转动甚至发生皱折&具有较强的几何非线性

效应'传统的非线性有限元法基于拉格朗日应变方

程和
(:W9%0DG1

V

8A%0

迭代技术&采用忽略抗弯刚

度的薄膜单元进行膜结构分析'文献)

+

*进行了张

拉膜结构的找形和荷载分析&文献)

)

*对正交异性的

预应力膜结构进行了荷载及褶皱分析&文献)

!

*比较

了平面三角形膜单元和曲面三角形等参元在膜结构

找形分析中的优劣&文献)

#

*对具有自适应网格的布

料运动进行了数值模拟'有限元法计算精度较高&

但在大变形大转动下容易由于刚体位移导致刚度矩
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阵奇异而迭代不收敛'在建筑膜结构领域&力密度

法)

"

*和动力松弛法)

B

*也是重要的分析方法'力密度

法将膜离散为等代的索网结构&引入力密度并转化

为线性方程组问题来获得近似求解结果'文献)

C

*

将力密度法由索杆单元扩展至三角形面单元'该法

计算简单&但得到的找形初始位形会存在较大误差'

动力松弛法通过加入阻尼对节点采用动力学过程来

获得最终静力平衡状态&主要应用于索网结构的找

形分析&文献)

,

*采用平面三角形膜单元进行了膜结

构的找形分析'在布料运动仿真模拟领域&为满足

实时性要求&通常采用简化的质点
D

弹簧模型)

HD+*

*进

行布料运动数值模拟'文献)

++

*引入对弹簧的约束

机制来克服由于弹簧强度过大造成的布料抖动和强

度过小造成的超弹性现象'该法计算简单快速&但

在力学建模和数值计算的精确度上较差'文献)

+)

*

则采用有限体积法对织物布料的运动进行了分析模

拟'

向量式有限元)

+!D+"

*是一种基于点值描述和向量

力学理论的新型分析方法'该方法以质点的运动来

描述体系行为&其计算流程是逐点逐步循环&不存在

单元刚度矩阵和矩阵奇异问题&且无需求解复杂的

非线性联立方程组&即也不存在迭代不收敛问题'

通过引入逆向运动和变形坐标系&可消除刚体位移

所带来的数值误差'因此向量式有限元非常适合于

大变位大转动的结构和机构运动问题的分析'已有

学者在向量式有限元膜单元开发方面做了一些工

作)

+BD+C

*

'

本文首先推导
#

节点膜单元的向量式有限元基

本公式&描述运动解析的原理及变形坐标系下单元

节点内力的求解方法&同时对
#

节点膜单元的位置

模式和内力计算的数值积分等问题提出合理可行的

处理方法%编制计算分析程序&并通过算例分析验证

理论公式和程序的正确性和有效性'

@

!

基本公式推导

向量式有限元的基本原理是将结构离散为有质

量的质点和质点间无质量的单元&通过质点的动力

运动过程来获得结构的位移和应力情况&质点间的

运动约束通过单元连接来实现#本文为平面
#

节点

#

边形等参单元$'质点
P

的运动满足质点平动微

分方程#

#'

*

时即为牛顿第二定律$!

A

P

"

#

P

(#

A

P

$

#

P

'

%

P

#

+

$

式#

+

$中&

A

P

为质点
P

的质量&

$

#

P

"

#

# $

P

是质点的速

度#加速度$向量&

#

是阻尼参数&

%

P

'

&P

:I9

(

&P

409是

质点受到的合力向量&其中
&P

:I9 是质点的外力向

量&

&P

409是膜单元传递给质点的内力向量'

利用中央差分公式数值求解式#

+

$时&

&P

409 和

#

P

分别需由位置模式
d

和位置模式
dd

获得&详见

)i+

节讨论'

向量式有限元基本公式的推导思路为!

+

$单元

节点位移计算&采用逆向运动方法&由上一步中央差

分位移式得到的质点位移&推导单元节点的纯变形

位移量%

)

$单元节点内力计算&引入变形坐标系和传

统
#

节点四边形等参单元的形函数&由单元节点的

纯变形位移所满足的虚功方程来推导单元节点内

力&集成后获得质点的内力向量
&P

409

%

!

$将内力向量

&P

409和下一步初的质点外力向量
&P

:I9代回式#

+

$得

到下一步初的质点位移&并进入下一步计算'如此

循环往复以实现结构位移和应力的逐步循环计算'以

下给出向量式有限元
#

节点膜单元的详细推导过程'

@A@

!

单元节点位移计算

采用逆向运动的方法从单元节点全位移中扣除

刚体位移#包括刚体平动和刚体转动$部分&以得到

节点纯变形位移量'图
+

所示是
#

节点膜单元
P,H2

在
N

*

到
N

时段的空间运动图&在
N

*

时刻单元处于

P,H2

位置并于
N

时刻运动到
P&,&H&2&

位置'

图
@

!

膜单元的空间运动

由于单元
#

个节点的实际位置组成的是空间四

边形&本文采用投影处理方式将其转换为平面
#

边

形模式#即位置模式
d

$&详见
)'+

节讨论'单元节点

B

#

BfP

&

,

&

H

&

2

$在任意时刻
N

的实际位置向量记

为
#

B

&则单位边向量
'

B

S

'

#

S

.

#

B

#

S

.

#

B

&单元平均法线

向量
(

为!

(

'

+

#

&

#

B

'

+

(

*

B

#

)

$

其中&

(

*

B

B

'

+

&

)

&

!

&

# $

#

是空间四边形的两两相

邻边所在平面的单位法线向量%对应的单元平均单

位法线向量为
(

*

'

(

(

'

+B

第
!

期 王
!

震!等'膜结构大变形分析的向量式有限元
#

节点膜单元



 http://qks.cqu.edu.cn

考虑单元在垂直于
(

且通过其形心
-

的平面上

的投影位置作为位置模式
d

#如图
)

虚线所示位置$'

单元的形心位置为
#

-

'

+

#

&

#

B

'

+

#

B

&单元节点对形心

的相对位置为
?#

B

'

#

B

.

#

-

&则单元节点
B

在该投

影平面上的位置为!

1

#

B

'

#

-

(

?#

B

.

?#

B

-

(

# $

*

(

) *

*

#

!

$

经过投影处理后&单元从空间四边形模式简化

为平面四边形模式'本文采用位置模式
d

#

1

#

B

&

1

#&

B

和

(

&

()

$求解
N

*

到
N

时刻的节点纯变形量和单元内力'

图
B

!

膜单元的投影位置

!!

从
N

*

到
N

时刻的运动过程中&单元经历的刚体

位移包含刚体平移和刚体转动&单元各节点
B

#

Bf

P

&

,

&

H

&

2

$的总位移向量为
*

B

f

1

#&

B

h

1

#

B

'选择节点

P

为参考点&则
P

点的位移向量
*

P

为单元的刚体平

移&让单元按向量#

h*

P

$作逆向平移运动&得到各节

点扣除刚体平移后的相对位移为!

+

!

P

'

*

&

+

!

B

'

*

B

.

*

P

!

B

'

,

&

H

&

# $

2

#

#

$

扣除刚体平移后&计算单元的刚体转动&总的刚

体转动向量
"

可分为
)

个部分!

"'"

+

("

)

#

"

$

式中&

"

+

表示单元平面外转动向量&

"

)

表示单元平

面内转动向量'

图
C

!

膜单元的平面外转动

!!

如图
!

所示&单元扣除刚体平移后&处于
P3,3H323

位

置&此时与
N

*

时刻的单元
P,H2

并不处于同一平面

内&平面外转动角度
'

+

#绕转轴单位向量
(

*

T

;

从
(

转

动到
(n

的角度$为!

'

+

'

7%A

.

+

(

-

(3

( (

# $

3

!'

+

0

*

&

) *

4

#

B

$

其转轴单位向量
(

*

T

;

'

(

?

(3

(

?

(3

'

@

U

T

;

A

T

;

C

T

;

A

L

&从

而有单元平面外转动向量
"

+

''

+

(

*

T

;

'

单元节点
B

#

B

'

P

&

,

&

H

&

2

$的平面外逆向刚体

转动位移可由下式计算得到!

+

!

M

P

.

T

;

'

O

+

!

M

B

.

T

;

'

+

L

T

;

.'

# $

+

.

# $

,-3

PB

'

+

2

T

;

.'

# $

+

-

-3

PB

B

'

,

&

H

&

# $

2

#

C

$

式中&平面外逆向转动矩阵
+

2

T

;

#

.'

+

$

'

)

+

.

7%A

#

.

'

+

$*

.

)

T

;

(

A40

#

.'

+

$

.

T

;

&边向量
-3

PB

'

#3

B

.

#3

P

'

1

#&

B

.

1

#&

P

'

在经历平面外的逆向转动之后&单元回到
N

*

时

刻所处的平面上&得到各节点坐标为!

#

5

P

'

1

#&

P

.

*

P

#

5

B

'

1

#&

B

.

*

P

(+

!

B

.

T

;

M

!

B

'

,

&

H

&

# $

2

#

,

$

平面内的逆向转动位移计算如图
#

所示'

图
D

!

膜单元的平面内转动

!!

平面内刚体转动角度
'

)

为!

'

)

'

#

+

*

P

(+

*

,

(+

*

H

(+

*

2

$"

#

#

H

$

式中&

+

*

B

#

B

'

P

&

,

&

H

&

2

$是节点面内转动的角度&

根据节点与形心连线向量的转动夹角计算得到!

V+

*

B

V'

7%A

.

+

#

'

B

-

'

5

$&#

B

'

P

&

,

&

H

&

2

$&

V+

*

B

V

0

*

&

) *

4

'其中&

'

B

'

#

B

.

#

-

#

B

.

#

-

&

'

B

5

'

#

B

5

.

#

-

#

B

5

.

#

-

&下

标
-

表示形心'

+

*

B

的正负性可根据下式判断获得!

+

*

B

' +

*

B

&若
'

B

?

'

B

5

与
(

* 同向

+

*

B

'. +

*

B

&若
'

B

?

'

B

5

与
(

*

'

(

)

反向

其转轴单位向量
(

*

B

;

'

(

*

'

(

(

'

@

U

B

;

A

B

;

C

B

;

A

L 即

为膜单元在
N

*

时刻的单位法向向量'

从而有节点
B

#

B

'

P

&

,

&

H

&

2

$的面内转动向量

为
+

#

B

'+

*

B

(

*

&

+

*

B

0

.4

&

) *

4

&单元平面内转动向

量
"

)

''

)

(

*

&

'

)

0

.4

&

) *

4

'

参考式#

C

$可以得到单元节点在平面内的逆向

转动位移为!

)B
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+

!

M

P

.

B

;

'

O

+

!

M

B

.

B

;

'

+

L

B

;

.'

# $

)

.

# $

,-

5

PB

'

+

2

B

;

.'

# $

)

-

-

5

PB

!

B

'

,

&

H

&

# $

2

#

+*

$

式中&平面内逆向转动矩阵
+

2

B

;

#

.'

)

$

'

)

+

.

7%A

#

.

'

)

$*

.

)

B

;

(

A40

#

.'

)

$

.

B

;

&边向量
-

5

PB

'

#

5

B

.

#

5

P

'

1

#&

B

.

1

#&

P

(+

!

M

B

.

T

;

'

扣除单元的刚体平移(面外刚体转动和面内刚

体转动后&得到单元质点的纯变形位移为!

+

!

2

P

'

O

+

!

2

B

'

#

*

B

.

*

P

$

(+

!

M

B

.

T

;

(+

!

M

B

.

B

;

&

B

'

,

&

H

&

# $

2

#

++

$

@AB

!

单元节点内力计算

单元变形满足的虚功方程为!

&

B

6

#

+

!

2

B

$

L

&B

'

3

/

6

#

+/

$

L

$

?/

#

+)

$

其中
&B

是整体坐标系下膜单元节点
B

的节点内力'

求解膜单元节点内力时&采用定义变形坐标系

的方法将空间膜元问题转化到平面上&如图
"

所示

定义变形坐标系的原点在参考节点
P

&这样节点
P

的位移变为零&即可扣除两个未知变量'坐标轴/

#

的方向则可简单地定义为单元边线
P,

的方向'

图
E

!

单元变形坐标系

!!

变形坐标系与整体坐标系之间的转换关系为!

/

#

'

/

0

#

#

.

#

P

$

'

W

0

0

W

0

<

W

0

@ A

"

L

#

+!

$

式中&

/

0

'

/

'

+

/

'

)

/

'

@ A

!

L 是坐标系间转换矩阵&

/

'

+

'

1

#

,

.

1

#

P

1

#

,

.

1

#

P

&

/

'

!

'

(

*

&

/

'

)

'

/

'

!

?

/

'

+

'变形坐标系下

必有W

0

"

'

*

&因而可简写成/

#

'

W

0

0

!

W

0

@ A

<

L

'

在变形坐标系中单元节点的变形位移向量为!

/

*

B

'

/

0

+

!

2

B

'

W

X

B

!

W

4

B

!

W

O

@ A

B

L

!

B

'

P

&

,

&

H

&

# $

2

#

+#

$

由于变形坐标系下必有W

O

B

'

*B

'

P

&

,

&

H

&

# $

2

&

因而可简写成/

*

B

'

W

X

B

!

W

4

@ A

B

L

'

引入传统有限元的形函数得到变形系下单元内

任意点的变形位移/

*

'

W

X

!

W

) *

4

L 为!

/

*

'7

P

1

X

P

(7

,

1

X

,

(7

H

1

X

H

(7

2

1

X

2

#

+"

$

式中&

@

B

#

W

0

&

W

<

$是变形系下的单元形函数'

对于四边形等参单元&引入局部坐标系下的正

方形单元坐标
1

&

# $

8

来求解变形系下的相关变量

值'单元形函数的表达式为!

@

B

#

1

&

8

$

'

+

#

+

(

1

B

# $

1

+

(

8

B

# $

8

#

+B

$

式中&

1

B

和
8

B

是
#

个节点的单元坐标&值为
l+

'

单元坐标系和变形坐标系下的转换通过雅可比

矩阵
1

来完成&其表达式详见文献)

+,

*'

单元节点位移的组合向量可记为!

/

*

*

'

W

X

P

!

W

4

P

!

W

X

,

!

W

4

,

!

W

X

H

!

W

4

H

!

W

X

2

!

W

4

@ A

2

L

#

+C

$

由于变形坐标系下有W

X

P

'

W

4

P

'

*

&因而可简写

成/

*

2

'

W

X

,

!

W

4

,

!

W

X

H

!

W

4

H

!

W

X

2

!

W

4

@ A

2

L

'

式#

+"

$经简化后的单元任意点变形位移为!

/

*

'7

,

W

X

,

(7

H

W

X

H

(7

2

W

X

2

#

+,

$

由单元形函数描述的整个膜单元变形分布&可

获得单元的应变分布为!

+

/

%'

2

/

*

'

2

2

/

*

2

#

+H

$

式中&

+

/

%' +

W

/

0

!+

W

/

<

!+

W

2

0

@ A

<

L

&应变矩阵
2

2 的表

达式见文献)

+,

*'

假设材料为线弹性&在得到单元的应变矩阵后&

可得到单元的应力矩阵!

+

/

$ '

3

+

W

/'

32

2

/

*

2

#

)*

$

得到单元的应力应变后计算单元的变形虚功

为!

6

Y

'

3

/

6

#

+

W

/

$

L

#

/

$

*

(+

/

$

$

?/

'

#

6

/

*

2

$

L

)

3

/

#

2

2

$

L

W

&

*

?/

(

#

3

/

#

2

2

$

L

32

2

?/

$

/

*

2

*

#

)+

$

式中&

/

$

*

是单元的初始应力'

因而有节点内力向量!

/

&

2

'

3

/

#

2

2

$

L

W

&

*

?/

(

#

3

/

#

2

2

$

L

32

2

?/

$

/

*

2

'

N

P

3

W

$

P

#

2

2

$

L

W

&

*

?

W

$

P

(

#

3

W

$

P

#

2

2

$

L

32

2

?

W

$

P

$

/

*

) *

2

#

))

$

其中/

&

2

'

W

+,0

!

W

+,

<

!

W

+H0

!

W

+H

<

!

W

+20

!

W

+2

@ A

<

L

&

N

P

是

单元厚度'另外两个分量W

+P0

&

W

+P

<

可由平面膜单元

的静力平衡条件得到!

&

W

7

W

0

'

*

&

W

+P0

'.

#

W

+,0

(

W

+H0

(

W

+20

$

&

W

7

W

<

'

*

&

W

+P

<

'.

#

W

+,

<

(

W

+H

<

(

W

+2

<

$ #

)!

$

上式求得的是单元在变形坐标系下虚拟状态时

的节点内力分量&需将其转化为
N

时刻的内力'首

先将变形坐标系下的单元节点内力向量扩展为三维

向量形式/

&

2

B

'

W

+B0

!

W

+B

<

!

W

+

@ A

B"

L

&#

B

'

P

&

,

&

H

&

!B
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2

$&其中W

+B"

'

*

&再通过转换矩阵得到整体坐标系

下的内力&然后经过正向运动转换#包括刚体转动和

刚体平移&后者不影响转换$得到
N

时刻的内力!

&B

'

+

B

;

+

T

# $

;

/

0

*

/

&

2

B

!

B

'

P

&

,

&

H

&

# $

2

#

)#

$

以上所求得的
&B

是单元节点
B

由于单元纯变形

产生的内力&反向作用于质点上即得到
#

节点膜单

元传给质点的力
&

#

409

'

@AC

!

应力转换计算

式#

++

$中的纯变形是在虚拟位置时的变形坐标

系下得到的&而在初始时刻
N

*

的初始应力
&

*

是整体

坐标系下的应力分量&因此需要转换到虚拟状态的

变形坐标系分量!

/

$

*

'

/

0

$

*

/

0

L

#

)"

$

经上式处理后的应力可以与计算得到的应力增

量在虚拟状态相加减&得到的总应力再转换回到整

体坐标系&并经过正向运动转换#包括刚体转动和刚

体平移&后者不影响转换$回到
N

时刻&有!

$

)

'

/

0

K

/

$

*

4&

/

# $

$

/

0

'$

*

4

/

0

K

&

/

$

/

0

#

)B

$

$'

+

L

;

&

&+

;

'

+

L

;

&

*

+

;

(

/

0

+

# $

;

L

+

/

$

/

0

+

# $

;

#

)C

$

式中&

+

;

'

+

B

;

+

T

;

'

B

!

数值计算

BA@

!

D

节点膜单元的位置模式处理

+

$求解纯变形量和单元内力的节点位置模式
d

求解从
N

*

到
N

时刻单元节点纯变形量和内力

时&

N

*

和
N

时刻单元节点的位置&即位置模式
d

&均需

在同一平面上'而
#

节点膜单元经历运动与变形前

后&

#

个节点均不位于同一平面&即形成空间
#

边

形'通过取用较小的时间步长&一般情况下其变形

前后形状与对应平面均可保证不大的差异&此时可以

用节点在垂直于单元法线 #

(

&

(&

$且通过原单元形心

#

-

&

-&

$的平面上的投影位置 #

1

#

B

&

1

#&

B

$作为位置模式

d

&以实现将空间
#

边形转换到平面
#

边形上'

)

$中央差分式中的质点位置模式
dd

利用中央差分式求解式#

+

$时&各质点的位置&

即位置模式
dd

#

#

P

&

#&

P

$&需是唯一值'而采用平面

投影方式获得的位置模式
d

中质点对应的各单元节

点并不重合&本文取位置模式
d

的质点对应的各单

元节点的位置平均值作为位置模式
dd

#即
#

P

'

+

D

&

D

B

'

+

1

#

B

&

#&

P

'

+

D

&

D

B

'

+

1

#&

B

$&其中
D

为质点
P

相连各单

元的对应节点的总个数'

BAB

!

单元节点内力计算的数值积分

由式#

))

$求解
#

边形膜单元的节点内力时&由

于单元内部的应力应变是随位置变化的&因而求解

该式时将涉及到数值积分运算'引入传统有限元中

二维高斯积分方案)

+H

*进行求解&表
+

给出了单积分

点和
#

积分点的积分点坐标及权系数'本文采用
#

积分点方案计算&可获得较好的计算结果'

+

/
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'

N

P

3

W
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&
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+
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1
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32
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&# $
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1
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8
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1

?
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8

/

*

2

#
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$

其中&

Z

1

&

# $

8

是雅可比行列式'

令
7

1

&

# $

8

'

2

2

1

&

# $# $

8

L

32

2

1

&

# $

8

V

1

1

&

# $

8

V

&

则有!

+

/

&

2

'

N

P

3

+

.

+

3

+

.

+

7

1

&

# $

8

?

1

?

) *

8

/

*

2

4

&

D

B

&

S

'

+

N

P

[

B

S

7

1

B

&

8

# $

S

#

)H

$

其中&

D

是每个单元坐标方向上的积分点数'

表
@

!

D

节点单元的数值积分

积分点数 坐标
1

B

坐标
8

B

权系数
[

B

S

+ * * #'*

#

l

+

槡!
l

+

槡!
+'*

&

+'*

&

+'*

&

+'*

C

!

程序编制与算例

基于前文推导的
#

节点膜单元基本理论公式&

本文采用
T19&1J

编制了
#

节点膜单元的向量式有

限元分析程序'首先通过算例
+

验证理论公式和所

编制程序的正确性和有效性&进而考察气枕充气和

布料悬垂等膜结构大变形大转动问题'

算例
+

!内压下的双抛物线膜结构

图
B

所示为受内压的薄膜结构&其初始形状由

以下双抛物线曲面函数所确定!

"

'

+B

+

P

)

,

)

P

# $

)

)

.

0

.

P

# $

)

) *

)

,

# $

)

)

.

<

.

,

# $

)

) *

)

&

*

#

0

#

P

%

*

#

<

#

,

取矩形膜片边长
Pf,f+=

&矢高
+

f*'+=

&

四边固定&膜材质量密度
%

f+'*K+*

B

_

>

"

=

!

&弹性

模量为
8fB'*\E1

&泊松比
9

f*')BC

&膜厚度
N

P

f

+'*K+*

h!

=

'薄膜结构表面受均布内压作用而向上

发生膨胀变形&为尽快获得静力收敛解&内压
;*

采

用斜坡 平台方式#见图
B

$并施加阻尼进行缓慢加

载&以消除动力震荡效应'采用
)*K)*

网格划分&

共
#**

个四边形膜单元和
##+

个质点#见图
B

$&时间

步长取
!f)'*K+*

h#

A

&阻尼参数取
#

f+**

'本例在

薄膜内部分别施加内压
;*

为
*'"

(

+'*

和
+'"TE1

'

!!

图
C

给出了内压
;*

f+'"TE1

作用时薄膜结

#B

土 木 建 筑 与 环 境 工 程
!! !!!!!!!!!!!!!!

第
!"

卷
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图
F

!

双抛物线膜结构及其网格划分

构的膨胀变形图'图
,

#

1

$为
;*

f+'"TE1

时膜顶

点
"

向位移计算的收敛过程&表现出很好的收敛性%

图
,

#

J

$为
!

种内压下本文计算结果与已有文献的

比较&可见结果基本一致'本文
!

组结果与文献

)

)*

*结果的误差分别为
B'*]

(

+',]

和
*')]

&与文

献)

)+

*的误差略大'文献)

)*D)+

*的计算分别采用

模拟方程法#

6<T

$和无网格迦辽金法#

<Y\

$&由于

<Y\

法仅考虑平面弹性应变模型和应力 应变关系

而忽略膜的曲率&

6<T

法与现有解析解相比更加准

确)

)*

*

'因此本文方法具有较高的计算精度'计算

效率方面&本文方法通过加入阻尼对质点采用动力

学过程获得最终静力收敛解&在
3EMa,)**

!

)i!!

\FU

和
#\N

内存的计算机上&本算例耗时
!"*A

'

应该说明&本文方法基于动力学理论&对于静力问

题&其计算速度与一般有限元法相比并无优势&而在

动力问题中可体现出更高的计算效率'总体而言&

本算例验证了向量式有限元
#

节点膜单元理论公式

及所编制程序在膜结构大变形分析中的正确性和有

效性'

图
G

!

内压
@AELT*

时变形图"细线为变形前形状#

图
H

!

内压下顶点位移计算结果

!!

算例
)

!气枕充气问题

图
H

所示为等边六边形气枕模型&由上(下两片

六边形薄膜封闭而成&边长
1f*')"=

&厚度
N

P

f

+i*K+*

h!

=

&初始状态为平放且边界无约束&仅在

一连续均匀填充气压
\

作用下作充气膨胀变形%气

压
\

采用斜坡 平台方式缓慢施加&在
N

*

f*'*"A

时

达到最大值
\*

f+"'*E1

'材料弹性模量
8fC'*K

+*

#

E1

&泊松比
9

f*'!

&质量密度
%

f)C_

>

"

=

!

'采

用
#

边形单元进行网格结构化划分&共
)#**

个
#

边

形薄膜单元和
)#*+

个质点#见图
H

$&分析时时间步

长取
!f"'*K+*

h"

A

&阻尼参数取
#

f"'*

'

图
N

!

六边形气枕及其网格划分

!!

图
+*

给出了六边形气枕模型几个典型时刻

#

Nf*'*+

(

*'*)

(

*'*!

(

*'*#

(

*'*C

(

*'+)A

$的变形

图'由图
+*

可知&随着气压
\

的增大并达到最大

值&气枕在
Nf*'*!A

前处于膨胀变形逐渐增大状

态&在
Nf*'*!A

时膨胀变形已开始扩展到整个气枕

并呈现大变形&在
Nf*'*#A

时达到最大膨胀变形&

之后由于振荡效应的存在又开始来回往复变形#如

Nf*'*CA

时$%由于气枕内压力达到饱和状态&在
Nf

*'+)A

时气枕周围边界上产生了明显的皱折效应'

计算结果符合气枕充气的实际变形情况'本算例体

现了本文
#

节点膜单元程序在膜结构大变形大转动

分析中的有效性'

算例
!

!布料悬垂问题

以图
++

所示方形布料悬垂问题为例进行分析&

该布料边长
1f*'"=

&厚度
N

P

f+'*K+*

h!

=

&初始

状态为水平放置且中点固定&仅在重力作用下作悬

垂运动%材料弹性模量
8fC'*K+*

#

E1

&泊松比
9

f

*'!

&质量密度
%

f)C_

>

"

=

!

'采用较为精细的
#*K

#*

网格划分&共
+B**

个四边形薄膜单元和
+B,+

个

质点#见图
++

$&分析时时间步长取
!f)'*K+*

h#

A

&

阻尼参数取
#

f"'*

'不考虑布料自身的接触行为'

!!

图
+)

给出了布料在重力作用下几个典型时刻

#

Nf*'+*

(

*')*

(

*')"

(

*'!*

(

*'!"

(

*'#*A

$的悬垂变

形图'由图
+)

可知&布料在重力作用下四角首先开

始出现对称性悬垂下摆&并出现
#

条明显的折痕线%

接着布料四角下摆变形逐渐增大&各部分交界处相

互靠近趋于明显%最后布料下摆变形继续增大直至

角端处于最低点位置的变形状态为止'
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图
@O

!

若干典型变形图

图
@@

!

布料及其网格划分

!!

由于本例并未考虑布料自身的接触行为&在
Nf

*'!*A

后布料各部分交界已出现非真实的相互穿透

现象&需通过加入碰撞机制才能进行消除'尽管如

此&本例仍体现了本文方法可有效模拟物体运动而

进行结构大变形仿真运动分析'

D

!

结
!

论

+

$基于向量式有限元&推导了
#

节点膜单元的

基本公式&详细阐述了通过逆向运动处理膜单元的

平面内(外刚体位移从而获得单元节点纯变形位移

的过程&以及进一步通过变形坐标系获得单元节点

内力的求解方法%同时对
#

节点膜单元的位置模式

和内力计算的数值积分等问题提出了合理可行的处

理方法'

)

$编制了向量式有限元
#

节点膜单元的计算

图
@B

!

若干典型变形图

分析程序&并通过算例分析验证了理论推导和所编

制程序的正确性和有效性'进而将本文方法应用于

气枕充气和布料仿真运动模拟&跟踪获得其大变形

大转动全过程'

!

$向量式有限元可有效克服传统有限元中由

于刚体运动及大变形引起的刚度矩阵奇异和计算不

收敛等问题&在膜结构的大变形大转动分析中具有

一定的优势'
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