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和各因素对活载位移的影响!更为直观地说明了板的恒载效应这一概念%计算分析表明'初始恒载

的存在增加了板的弯曲刚度!减小了活载位移#板的恒载效应主要受恒载大小&跨厚比和边界条件

等因素的影响#对于较薄或弯曲刚度较小的板!在计算分析和结构设计中应考虑这种恒载效应对承

受活载"或后期荷载$作用的受力行为影响%
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工程结构中)由于初始恒载的存在)当受到后续

活载或荷载时)产生的位移和应力将受初始弯曲的

影响而变小的现象被称为恒载效应+

+ED

,

*

R0W0E

F080W9

+

+E)

,首次提出该概念)导出了梁考虑恒载效应

的静(动力控制微分方程)并对简支梁和两端固定梁

的恒载效应进行了研究)后来也分析了这一效应对

板动力特性的影响+

!

,

*

7̂%-

等+

D

,和张家玮等+

"EC

,进

一步分析了恒载效应对梁受力性能的影响)提出了

考虑恒载效应的有限梁单元'周世军+

@EG

,提出了可供

分析板恒载效应的矩形板单元*后来)张家玮

等+

+*E+)

,又提出了拱形梁考虑恒载效应的非线性控制

微分方程)讨论恒载效应对拱形梁的动(静受力特性

的影响*

目前为止)已有板的恒载效应研究未提出考虑

板恒载效应的明确简单的活载%或后期荷载&位移解

析解或近似解*本文基于板考虑恒载效应的应变能

表达)运用变分原理推导出了直角坐标系下一般形

式的静力平衡控制微分方程)运用伽辽金法解出了

固支矩形板和简支矩形板考虑恒载效应的活载位移

近似解)并用有限元法验证了近似解公式的正确性*

该公式可直接用于考虑了恒载效应矩形板的受力分

析*运用活载位移近似解)进行了不同长宽比的
)

种矩形板的恒载大小和厚度对活载%或后期荷载&位

移影响分析*分析结果表明!板实际存在这种恒载

效应)在较薄或弯曲刚度较小的板中表现明显)初始

恒载的存在提高了板承受活载的弯曲刚度)减小了

板活载位移'这种恒载效应主要受恒载大小(跨厚比

和边界条件等因素的影响'对于较薄或弯曲刚度较

小的板)计算分析中应考虑实际存在的这一恒载效

应对板的受力行为产生的影响)以做到精确分析和

合理结构设计*

;
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板考虑恒载效应的应变能

基于假定+

!

,

!

+

&
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板理论的相关假定'

)

&忽略板中面的拉伸应变'

!

&已知恒载位移8

J

表达式*

板考虑恒载效应的应变能
S

& 可以表示为+

!

,
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式中!

S

为活载
C

产生的应变能'

8

S

为恒载0

C

所产生

初始弯曲应力产生的附加应变能*
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对于应变能
S

)采用线性应变
c

位移关系'而对

于应变能-

S

)采用非线性应变
c

位移关系+
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,

'同时假

定应力
c

应变关系是线性的)最终应变能表达为!
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式中!

@

为弹性模量'

F

为泊松比'

M

为板的厚度'

-

为板的弯曲刚度'

J

为活载%或后期荷载&位移'

8

J

为恒载位移*

<

!

静力平衡控制微分方程

假定板上只作用横向分布荷载)忽略边界弯矩

与作用力)外力势能为!
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式中!

0

C

为分布恒载)

C

为分布活载*

根据最小势能原理!
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可以得到直角坐标系下)一般形式的考虑恒载效应

的静力平衡控制微分方程)如下所示!
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位移近似解

=K;

!

伽辽金法

在加权余量法中)若取权函数
L

Y

等于试函数

/

5

)这样求解微分方程近似解的方法称为伽辽金

法+

+!E+D

,

*该方法在求解板的弹性位移近似解中得到

了广泛的应用+

+"

,

)本文也应用该方法求解板考虑恒

载效应的活载位移表达式*

=K<

!

近似解法

板的理论位移精确解仅在形状规则和荷载简单

的情况下能获得)一般近似解都是通过伽辽金或里

兹法等方法+

+#

,得到*板考虑恒载效应的活载位移

近似解可基于本文假定)取含待定系数并满足边界

条件的近似函数)运用式%

@

&采用伽辽金法进行求

G"
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解*求解过程!

+

&认为恒载位移8

J

已知)是满足弹性薄板弯曲

静力平衡微分方程和边界条件的位移精确解或近似

解8

J

%

1

)

?

&*

)

&假定板考虑恒载效应的含未知待定系数的活载

位移表达式)需满足边界条件和微分方程的阶次要求*

!

&将已知恒载位移表达式及未知活载位移表达

式代入板考虑恒载效应的静力平衡控制微分方程)

建立伽辽金方程组*

D

&求解伽辽金方程组)解出活载位移表达式中

待定系数)得到板考虑恒载效应的活载位移表达*

=K=

!

位移近似解

+

&固支矩形板

四边固支矩形板承受均布恒载和活载*根据上

述求解步骤)恒载位移取较为精确近似解)由如下公

式给出+
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式中!

+

为矩形板短边长度的一半'

,

为矩形板长边

长度的一半*
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而对考虑恒载效应的活载位移近似解)取满足

边界条件的表达式!
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未知系数
,

+
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由微分方程式%
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&和试函数
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&决定的伽辽金方程组给出*通

过求解)
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)

解答如下!
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式中!
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'对于不同的长宽比%

,

"

+

&

值)

:

5

%

5

%

+

)5)
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&为常数)如表
+

所示*

)

&简支矩形板

假定四边简支矩形板承受均布恒载和活载*恒

载位移采用重三角级数解+
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式中!

+

为矩形板短边长度)

,

为矩形板长边长度*

在此仅取级数的前
D

项)即
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)可以保证恒载位移足够的精度*而对考虑

恒载效应的活载位移近似解)也取满足边界条件的

D

项三角级数表达式!
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续表
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表
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简支矩形板考虑恒载效应的活载位移表达式中常数
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表
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简支矩形板考虑恒载效应的活载位移表达式中常数
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)

种矩形板考虑恒载效应的活载位移近似解)

是基于静力平衡微分方程)采用伽辽金法求解得到

的'且 每 一 近 似 解 系 数 中 无 一 例 外 地 都 包 含

-

+

+

@

0

C

)

-

!

'当恒载为
*

时)考虑恒载效应的活载或后

期荷载位移也都等同于弹性活载位移*

>

!

验证

为验证上述矩形板考虑恒载效应的近似解的正

确性)将上述近似解与文献+

G

,提出的有限元法计算

结果进行对比*相关计算参数如下!矩形板短边边

长均为
)<

)长边边长视长宽比
,

"

+

值而定)固支矩

形板厚
M\+*<<

)简支矩形板厚
M\+"<<

'材料

和荷载参数同文献+

!

,!

@\)'+g+*

++

T0

)

F\*'!

'

恒载!

0

C*

\!@)"(

"

<

)

)活载
C

\"@@D(

"

<

)

*计算

结果对比如表
C

和
@

所示*

表
?

!

固支矩形板形心位置活载位移计算结果对比
55

,

"

+ +'* +'+ +') +'! +'D +'" +'# +'C +'@ +'G )'*

有限元解+

G

,

"'"! #')C #'@D C')D C'"* C'#" C'C! C'C" C'CD C'C* C'#"

本文解
"'"* #')" #'@) C')) C'DG C'#" C'CD C'CC C'C# C'C) C'##

表
N

!

简支矩形板形心位置活载位移计算结果对比
55

,

"

+ +'* +'+ +') +'! +'D +'" +'# +'C +'@ +'G )'*

有限元解+

G

,

"')* "'G* #'DD #'@* C'*) C'++ C'++ C'*! #'G) #'CC #'#+

本文解
"')+ "'GD #'"+ #'G+ C'+# C')@ C'!* C')" C'+D C'** #'@D

!!

从上述计算结果对比可以看出)上述矩形板考

虑恒载效应的活载位移近似解具有足够的精确度'

因此近似解合理正确)可以用于分析
+'*

%

,

"

+

%

)]*

的矩形板恒载效应分析*

B

!

分析

为进一步明确恒载效应及相关因素对上述
)

种

板受力性能带来的影响)如下作考虑恒载效应的活

载位移分析*计算分析中作如下规定!假定板在恒

载作用下)恒载位移按板的弹性理论进行计算'而计

算活载位移时)考虑恒载效应的影响)按本文得到的

近似解进行计算*

从上述矩形板考虑恒载效应的活载位移近似解

可以看出!该解不同于板的弹性理论解)近似解的系

数 都 包 含 -

+

+

@

0

C

)

-

!

)可 更 为 明 确 地 表 示 为!

@#D

%

+

)

F

)

&

)

@

)

%

+

M

&

@

0

C

)

)该项表明当板的边界条件和

材料确定)恒载效应主要受恒载大小(几何尺寸和厚

度的影响*如定义 %

+

M

&为板的跨厚比)则厚度的改

变意味着跨厚比的影响'同时考虑实际结构中板受

到恒载和活载作用后的受力(变形在合理范围内)并

保证在小变形范围内'对于既定的结构)恒载取值也

很少出现大幅度变化*因此)下文进行合理恒载大

小和厚度对活载位移的影响分析*

在以下分析计算和图表表达中)

J

<0V

表示板形

心位置考虑恒载效应的最大活载%或后期荷载&位

D#
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移'

J

&

<0V

表示板形心位置未考虑恒载效应的最大活

载位移'

0

C*

为选定的参考分布恒载'

0

C

表示实际施加

的分布恒载*材料参数!

@\)'+g+*

++

T0

)

F\*]!

'

参考恒载0

C*

\)"**(

"

<

)

)活载
C

\!***(

"

<

)

*分

析结果采用无量纲坐标系
J

<0V

"

J

&

<0V

c

0

C

"

0

C*

的图表形

式表达*

+

&固支矩形板

为清楚各因素对固支矩形板恒载效应的影响)

设定矩形板的短边长
)+\)<

)设定
!

种不同的厚

度)分别为
+*

(

++

和
+)<<

*通过计算分析)得到了

如图
+

所示不同长宽比%

,

"

+

&值矩形板
J

<0V

"

J

&

<0V

随恒载比率0

C

"

0

C*

变化的关系曲线*

图
;

!

固支矩形板
J

<0V

(

J

&

<0V

0

C

(

0

C*

关系曲线

!!

)

&简支矩形板

简支矩形板的短边长
+\)<

)对厚
M

分别为

+"

(

+#

和
+C<<

的
!

类板进行分析*通过计算分

析)得到了如图
)

所示不同长宽比%

,

"

+

&值矩形板

J

*+1

"

J

&

*+1

随恒载比率0

C

"

0

C*

变化的关系曲线*

从以上
)

种不同支撑条件的矩形板考虑恒载效

应的活载位移计算结果可以看出!考虑了初始恒载

效应的活载或后期荷载伽辽金近似解计算结果明显

小于弹性理论计算结果)这说明初始恒载提高了板

在承受活载%或后期荷载&时的弯曲刚度*而且)恒

载越大)板的厚度越小)这种初始恒载效应越明显'

简支边界条件板的恒载效应明显于固支边界条件

板'对上述
)

种矩形板来说)荷载和厚度(短边尺寸

一定)恒载效应随长宽比的增加而增加*导致这种

与弹性薄板理论计算结果差异的主要原因在于!已

有弹性薄板理论忽略了初始荷载产生的初始弯曲应

力与后期荷载应变耦合所产生的附加应变能8

S

)以

致最终形成了与已有弹性薄板理论不同的应变能表

达和静力平衡控制微分方程及活载或后期荷载位移

计算公式*另外)上述计算分析中)考虑恒载效应的

总位移均小于或略大于板的厚度)且板在最大的恒

载%

+'#

0

C*

&和活载的作用下)按弹性理论+

+#

,计算获

得的最大应力分别为!

+!G'!

(

CD'#KT0

*表明活载

和恒载合理的取值范围内*这说明在合理的恒载和

活载的取值范围内)

)

种不同支撑条件的矩形板恒

载效应明显)因此在板的计算和分析中应考虑这种

恒载效应*

C

!

结论

基于考虑初始恒载效应的应变能公式)运用变

分原理导出考虑板恒载效应一般形式的静力平衡控

制微分方程'运用伽辽金法求解得到了固支和简支

矩形板考虑恒载效应的活载位移近似计算公式)提

供了可供查询的活载位移表达式中的常数表格*并

运用位移表达式进行了计算分析)得到了有关板恒

载效应的结论*

+

&

)

种矩形板考虑恒载效应的伽辽金位移近似

解的获得)更为清楚地说明了恒载对板承受活载%或

后期荷载&受力性能产生的影响)初始恒载增大了板

活载的弯曲刚度)减小了活载位移'各位移表达式简

"#

第
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图
<

!

简支矩形板
J

<0V

(

J

&

<0V

`

0

C

(

0

C*

关系曲线

单明了)物理意义明确)可方便运用于
)

种矩形板在

均布荷载作用下考虑恒载效应的受力分析*

)

&矩形板的恒载效应主要受恒载大小(板的尺

寸(厚度和边界条件的影响*初始恒载越大)跨厚比

越大)边界约束越弱)这种效应越明显*

!

&恒载效应对板的受力性能产生了不可忽略的

影响)在厚度较薄或弯曲刚度较小的板中表现尤为

明显)在计算分析与结构设计中)应充分细致考虑实

际存在的这一恒载效应)以做到精确分析与合理设

计*
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