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要!基于概率守恒原理!推导出疲劳损伤和随机参数联合概率密度函数服从的演化方程%据此

计算的随机疲劳损伤概率密度曲面和累积概率分布函数等值线可以给出疲劳损伤概率结构的演化

规律!并用以分析给定损伤阈值的疲劳可靠度%常幅疲劳可靠度的数值解与试验结果吻合良好%

给定二级载荷各自的常幅疲劳寿命概率分布参数!根据
K3/9.

准则可以较好地预测二级低 高加载

变幅疲劳可靠度%
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疲劳损伤及断裂问题是材料和结构失效的常见

模式*有资料表明)

C*e

#

@*e

的金属结构破坏与

疲劳损伤及断裂有关+

+

,

*由于影响结构疲劳损伤及

断裂的因素甚多且物理机制复杂)如材料性质(结构

组成(荷载(参数估计(模型误差(使用环境等+

)

,

)本

质上均具有不可忽略的随机性*因此)采用可靠度

的方法分析结构疲劳损伤就成为一种自然的选择*

疲劳可靠度分析常采用应力 强度干涉模型+

!

,

)

可靠度求解方法几乎无一例外地被引入疲劳可靠性

分析)包括!

K%/8920.&%

+

D

,

(一次二阶矩+

D

,

(

K0.W%4

扩散理论+

"

,

(响应面法+

#

,

(逆一次二阶矩法+

C

,等*材

料疲劳寿命变异性多为常幅试验结果)但实际工程

中承受的一般是变幅或随机载荷*因此)疲劳可靠

性分析中还不可避免地涉及疲劳损伤的累积问题)

也引入了累积损伤模型的系统误差*

疲劳可靠度分析理论一直是该领域的研究重

点*针对传统的应力 强度干涉模型的不足)

Q30%

等+

@

,建议了可以考虑非线性损伤累积的动力干涉模
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型*倪侃等+

G

,同建立了疲劳可靠度的二维概率

K3/9.

准则*

Q9

等+

+*

,建议了一种未知载荷信息时

对结构进行疲劳可靠性分析的方法*通过对已产生

疲劳损伤的构件进行剩余寿命测试)并与同类新构

件的疲劳寿命进行比较)据此间接地推断受损构件

的疲劳载荷特性*

Q-

等+

++

,采用等效初始缺陷尺寸

法%

;dXS

&进行了比例及非比例多轴加载条件下的

疲劳寿命分析*王春生等+

+)

,根据
H0

P

9B

定理建立

了既有钢桥疲劳可靠度更新模型*

T0/

等+

+!

,采用

=

0<<0

随机过程理论及
H3./F0-<ES0-/?9.B

双变量

概率分布分析了具有多个退化路径的疲劳寿命问

题*

T3

M

3/08%

等+

+D

,采用线弹性断裂力学研究了交通

荷载损伤与地震损伤组合对桥梁疲劳寿命的影响*

基于现场监测疲劳载荷谱)

N-%

等+

+"

,对加固钢桥进

行了疲劳可靠性分析*

S37

+

+#E+G

,开展了一系列多尺

度疲劳可靠性研究)涉及跨越纳观(介观(宏观尺度

时材料的疲劳可靠性分析*

本文基于概率守恒原理+

)*

,

)从随机损伤演化的

角度考察随机源和疲劳损伤的联合概率密度函数在

循环加载过程中的变化规律)推导出描述联合概率

密度函数在损伤变化率输运过程中满足的演化方

程)给出了相应的差分数值解法*最后)通过常幅疲

劳及二级加载变幅疲劳试验结果验证了方法的正确

性*

;

!

随机疲劳损伤演化方程

;K;

!

随机疲劳损伤模型

疲劳损伤的一般形式可以表示为
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其中!

%&

U $

为随机损伤过程'

$

为加载次数'

&

是

确定随机损伤的随机参数集合'

3

是描述参数与随

机损伤过程的一般变换)确定着加载次数(疲劳应力

幅(累积损伤法则(

:Z4

关系等因素与疲劳损伤的

关系*事实上)疲劳循环应力本身是一个连续过程)

只是采用
:Z4

曲线计算疲劳损伤时将其离散为与

加载次数有关的过程*此外)与疲劳寿命的数量级

相比可以视加载参数为连续变量)故以下基于此进

行基本方程的推导*

疲劳损伤变化率D

%&

U $

则为

D
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$

为随机损伤变化率的形式解*疲劳损伤变

化率如无解析结果)一般需要采用适当精度的差分

格式对其进行离散*

疲劳损伤及其可靠性分析时)通常将不确定性

区分为疲劳寿命的离散性和载荷的随机性)故取

&%

:

)

4
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)则有
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式中!

:

为疲劳应力幅'

4

1

为疲劳寿命*
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疲劳损伤的概率密度演化方程

将随机疲劳损伤视为一般随机过程)通过时变

概率密度函数可以确定其概率结构的演化规律*为

此)考虑初始随机性随疲劳损伤变化率输运时随机

损伤与随机参数的联合概率密度函数的变化规律)

基于概率守恒原理建立联合概率密度函数的演化方

程)据此可实现随机疲劳损伤的演化规律分析*

记随机疲劳损伤与随机参数的联合概率密度函

数为
BU

&

?

)

!

)

% &

$

)考虑随机损伤演化过程中没有新

的随机源产生)

%&

U $

)

2 3

&

在定义域
8

U

[8

2 3

&

上

是概率保守系统)其中
8

U

是随机损伤概率空间)

8

&

为随机参数概率空间*

取
8

U

[8

2 3

&

中任意控制体
8

)分析加载次数

增 量
?$

内 控 制 体 中 联 合 概 率 密 度 函 数

BU

&

?

)

!

)

% &

$

变化及其与边界概率流动的关系*加

载次数增量
?$

内由损伤变化率经过随机损伤概率

控制体边界
,8

U

输运的概率为

)

BU

&

D

U?

% &

$

1

$?:

U

?

!

%

D

&

其中!

D

U

是
%&

U $

对
$

的导数)

?:

U

是边界
,8

U

的面

积元)

$

为
,8

U

的法向矢量)

?$

为加载次数增量)

?

!

为随机参数控制体)负号表示概率流入控制体*

另一 方 面)控 制 体 内 联 合 概 率 密 度 函 数

BU

&

?

)

!

)

% &

$

经过
?$

后变化为

BU

&

?

)

!

)

$

(
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$

%

BU
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!
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$

(

,
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)
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,
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由此可得控制体内概率增量为

,

BU

&

?

)

!

)

% &

$

,

$

?

?

?

!

?$

%

#

&

对于概率守恒系统)经过控制体边界流入的概

率应该等于控制体内概率的增量)故有

5

8

U

[8

&

,

BU

&

?

)

!

)

% &

$

,

$

?
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,8

U
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1

$?:

U

?

!

%

C

&

运用散度定理将面积分转化为体积分)引入随

机损伤变化率的形式解D

U

%

H

&

)

% &

$

)得

)

5

,8

U

[8

&

BU

&

D

U?

% &

$

1

$?:?

!%

)

5

8

U
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,

BU

&
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)

% &% &
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,

?

?

?

?

!

?$

%

@

&

将式%

@

&代入式%

C

&)注意到形式解
H

&

)

% &

$

与

@#
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无关)则有

5
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,
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?
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?
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*

%

G

&

考虑控制体的任意性)即可得联合概率密度函

数
BU

&

?

)

!

)

% &

$

的演化方程

,

BU

&

?

)

!

)

% &

$

,

$

(
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)

% &

$

,

BU
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,
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*
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&

初始条件为

BU

&

?

)

!

)

% &

$

$

%

*

%(

% &

?B

&

%&

!

%

++

&

其物理意义可以解释为加载开始时联合概率密

度函数的概率分布已知*

上述随机损伤演化方程的推导类似于流体动力

学中连续方程的推导)有关概率守恒及联合概率密

度函数服从的演化方程的详细讨论可以参见文献

+

)*E)+

,*

将
BU

&

?

)

!

)

% &

$

在随机参数概率空间
8

&

上积分

即可获得随机疲劳损伤的概率密度函数

BU ?

)

% &

$

%

5

8

&

BU

&

?

)

!

)

% &

$ ?

!

%

+)

&

至此)给出随机参数的初始概率分布及累积损

伤法则)就可以方便地通过随机损伤演化方程获得

其概率密度函数*进而)根据定义计算各阶特征量

%均值(标准差等&和可靠度*

<

!

疲劳可靠度分析

<K;

!

基于损伤的疲劳可靠度

通过随机疲劳损伤概率密度演化方程求得其概

率密度函数)再给定疲劳损伤失效的阈值
#

即可获

得其可靠度

! $

)

% &

# %

29

?

/

2 3

# %

5

#

*

BU ?

)

% &

$ ?

?

%

+!

&

29

2 311

表示概率*通常疲劳损伤阈值
#

取为
+

*

<K<

!

数值方法

联合概率密度服从的演化方程是偏微分方程)

通常无法获得解析解+

))

,

*采用数值方法求解的具

体步骤归纳如下!

+

&确定影响疲劳损伤过程
%&

U $

的随机参数集

&

及 其 概 率 模 型)获 得 离 散 点 集
&

C

%

2

&

+

)

C

)

&

)

)

C

5

&

*

)

C

3)其中
*

为随机变量数目)

C

%

+

)

)

5

4

B9&

为选点数目)利用点集
&

C

求得损伤过程变化

率D

%&

U $

*

)

&将 D

%&

U $

的样本值代入演化方程)求 出

BU

&

?

)

!

)

% &

$

的数值解*此处两步
Q0VÈ 9/?.%11

差

分格式为
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其中!

B

%&

#

Y

表示网格中加载次数
$

的节点
#

(疲劳

损伤节点
Y

对应的
BU

&

?

)

!

)

% &

$

值*

'%

D

U

#

% &

$

"

#

?

为
2XQ

数*

!

&对
BU

&

?

)

!

)

% &
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在
&

上积分可得
BU ?

)

% &

$

)

利用式%

+!

&求得给定损伤阈值
#

下的疲劳可靠度*

=

!

算例分析

=K;

!

常幅疲劳可靠度

常幅疲劳分析中唯一的随机参数为疲劳寿命

4

1

)采用
K3/9.

线性疲劳损伤准则可得累积疲劳损

伤的具体表达式为!

%&

U $

%

$

4

1

%

+"

&

式中!

4

1

是疲劳寿命)

$

是加载循环次数*

应力比为
*'*)

)最大应力为
)@+') KT0

时)

Qa+)E2̂

合金材料的
++

个归一化对数疲劳寿命试

验结果见表
+

)其中归一化疲劳寿命由样本值
4

5

与

均值8

4

之比确定*试验疲劳可靠度由中位秩给

出+

)!

,

)归一化对数疲劳寿命经过假设检验可知其服

从正态分布)均值为
+

)标准差为
*'!*D

*等间距离

散随机参数%疲劳寿命
4

1

&获得
+**

个代表点)代入

式%

+"

&可得累积疲劳损伤的
+**

个样本*根据随机

疲劳损伤演化方程计算的概率密度演化曲面见

图
+

*可以发现)加载起始时刻的疲劳损伤分布较为

集中)随着加载次数的增加疲劳损伤的标准差逐渐增

加)且损伤均值也逐渐增大)表明疲劳可靠性逐渐降

低*值得注意的是)疲劳损伤均值及标准差均随加载

次数的增加而增大*由于采用了线性累积损伤模型)

相应的变异系数与常幅疲劳寿命的变异系数接近*

表
;

!

_a;<@D\

合金归一化疲劳寿命试验结果$

<=

&

序号
4

5

"

8

4

+ *'"D#C

) *'#CG@

! *'C)C*

D *'@*)#

" *'GG+D

# +'*+GC

C +'*)G)

@ +'*C#D

G +'+"+G

+* +'D+#!

++ +'"D@"

G#
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图
;

!

常幅疲劳损伤概率密度曲面

!!

给定损伤失效阈值为
+

)对疲劳损伤的概率密

度函数值进行积分也可以获得疲劳可靠度)与试验

可靠度的比较见图
)

*可见)计算结果与试验结果

吻合良好*

图
<

!

常幅疲劳可靠度分析结果

!!

将疲劳损伤概率密度演化曲面积分可以获得累

积概率分布函数)其累积概率等值线见图
!

*由于

采用了线性损伤累积法则)疲劳损伤累积概率分布

函数的等值线为直线*给定疲劳损伤阈值)与累积

概率分布函数等值线族相交的点集对应的加载次数

即为具有不同可靠度的疲劳寿命*此处取阈值为

+

)与累积概率为
*'"

的等值线相交处%图
!

中黑点&

对应的无量纲加载次数为
+

*即
"*e

的保证率下无

量纲加载次数至
+

时发生疲劳破坏%损伤达到
+

&*

给定损伤阈值后)加载次数越大)对应的疲劳可靠度

越低)表现为交点对应的疲劳损伤累积概率等值线

数值越小*相反地)给定加载次数)则损伤阈值越大

对应的疲劳可靠度越高)表现为损伤阈值与加载次

数交点处的等值线具有更大的累积概率值*如交点

位于两条等值线之间可采用线性插值计算)也可以

直接给出规定累积概率值的等值线进行分析*

图
=

!

常幅疲劳损伤累积概率分布函数等值线

=K<

!

低 高二级加载变幅疲劳可靠度

低 高两级加载冷轧软钢弯曲疲劳试验结果见

表
)

*第一级载荷为应力幅
:

+

\)@*')KT0

时固定

循环
$

+

%

D

[

+*

" 次)然后在应力幅为
:

)

\

!)G'GKT0

的第二级载荷下加载至试件疲劳破坏)

第二级加载次数为
$

)

*两级载荷对应的常幅试验对

数疲劳寿命均服从正态分布)其中第一级载荷下的

对数疲劳寿命为
&

=

4

1+

9

4 #7**G

)

*7

% &

)"#

)第二级

载荷下的对数疲劳寿命
&

=

4

1)

9

4 "7)CD

)

*7

% &

+G*

*

表
<

!

低 高两级加载软钢疲劳寿命试验结果$

<>@<B

&

序号
$

)

"

+*

" 试验疲劳可靠度"
e

本文疲劳寿命"
+*

" 序号
$

)

"

+*

" 试验疲劳可靠度"
e

本文疲劳寿命"
+*

"

+ *'+G @@'D" *'D) +! +'C" D)'D+ +')!

) *'!* @#'CG *'D# +D +'GC !D'+@ +'D@

! *'!D @#'+) *'DC +" )'+* )G'"# +'#)

D *'#" CG'#G *'#! +# )'++ )G')) +'#D

" *'C# C#'@@ *'C* +C )'+# )C'") +'C+
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!!

二级加载变幅疲劳分析中的随机参数为疲劳寿

命
4

1+

和
4

1)

)仍然可以通过
K3/9.

疲劳损伤准则

计算累积疲劳损伤

%&

U $

%

$

+

4

1+

(

$

)

4

1)

%

+"

&

式中!

$

+

%

D

[

+*

"

*物理上考虑)如第一级加载时试

件即发生疲劳破坏 %

4

1+

/

$

+

&)此时无法进行第二

级加载)相应的损伤值等于
+

*如不考虑这一事实)

继续根据第二级加载计算损伤值在物理上是不真实

的*因此)如抽样所得第一级载荷对应的常幅疲劳

寿命
4

1+

/

$

+

)则取相应的累积疲劳损伤
U

%

+

)相

当于设置了一个吸收边界条件)表示在
$

+

次加载下

试件已经疲劳破坏*

本文方法计算的二级加载疲劳损伤概率密度演

化曲面见图
D

)试验疲劳可靠度和计算可靠度的比

较见图
"

)相应的累积概率分布函数等值线见图
#

*

与等幅疲劳分析结果类似)加载次数较小时疲劳损

伤分布较为集中*随着加载次数的增加)疲劳损伤

均值及标准差逐渐增大*试验疲劳可靠度与计算结

果吻合较好*预测偏差的原因在于!一方面)尽管算

例试验样本数目达
)!

个)但据此计算可靠度本身可

能产生误差'另一方面)二级低 高加载本质上属于

变幅疲劳试验)仅根据两级载荷各自的常幅疲劳寿

命分布参数)且采用线性
K3/9.

法则计算累积损伤可

能带来模型误差*

图
>

!

变幅疲劳损伤概率密度曲面

图
B

!

变幅疲劳可靠度分析结果

图
C

!

变幅疲劳损伤累积概率分布函数等值线

>

!

结论

考虑疲劳寿命变异性和载荷随机性为疲劳损伤

的随机源)基于概率守恒原理推导出随机参数与疲

劳损伤联合概率密度函数的损伤演化方程*采用两

步
Q0VÈ 9/?.%11

差分格式可以获得联合概率密度

函数的数值解)对其在随机参数空间进行积分即可

获得随机疲劳损伤的概率密度演化信息*给定损伤

失效阈值)可以进一步计算其疲劳可靠度*此外)据

此计算的疲劳损伤累积概率分布等值线可用以分析

给定损伤阈值时疲劳寿命的可靠度)也可以分析给

定加载次数时不同损伤阈值条件下的疲劳可靠度*

根据
Qa+)E2̂

合金材料常幅试验结果确定其

对数疲劳寿命服从正态分布)给出其参数估计值*

采用随机损伤演化方程获得随机疲劳损伤概率密度

函数的数值解)取损伤阈值等于
+

计算的疲劳可靠

度与试验疲劳可靠度吻合良好*此外)基于冷轧软

钢两级载荷各自常幅疲劳寿命分布参数)采用
K3/9.

准则计算累积疲劳损伤)根据疲劳损伤概率密度演

化方法计算的低 高两级加载弯曲疲劳可靠度与试

验结果吻合较好*
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