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要!精细梁不同于
<.&:/

梁和
O4=%C8:0Q%

梁!该模型在考虑剪切变形的同时还考虑了横向弯曲时截

面转动产生的附加轴向位移及横向剪切变形影响截面抗弯刚度后产生的附加横向位移%推导了适用于

向量式有限元分析的精细梁单元应变和内力表达式!采用
JRHOH6(

自编了向量式有限元程序%对悬

臂梁&两端固支梁和门式框架进行了算例分析!对比了采用不同梁单元模型下结构的竖向位移%结果表

明'当高跨比较小时!

!

种梁单元的竖向位移相差不大#当高跨比较大时!精细梁单元的竖向位移较
<.&:/

梁和
O4=%C8:0Q%

梁明显增大!表明剪切变形及刚度折减引起的附加轴向位移&附加横向位移不能忽略%

精细梁单元模型对高跨比较大的梁进行分析可望得到更精确的结果%
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!!

向量式有限元#

$:79%/J%/=P09/40C47J4049:<&:E

=:09

&

$JPJ<

$是由美国普渡大学丁承先教授提出的

一种新型有限元方法&已在土木工程领域得到了较

好应用(

*E,

)

'目前&向量式有限元中广泛采用的梁模

型是经典的
<.&:/EZ:/0%.&&4

梁模型&如喻莹等(

+

)对

<.&:/

梁结构的几何破坏*材料破坏以及倒塌破坏作

了分析&张若京等(

D

)基于
<.&:/

梁分析了悬臂梁的

几何非线性行为&梁育铭等(

"

)模拟了
<.&:/

梁*杆构

件组成结构的施工力学行为'可以肯定的是&当所

研究梁的高度远小于跨度时&采用
<.&:/

梁模型进

行分析可得到较精确的解'当梁高跨比较大时&由

于剪切影响显著&

<.&:/

梁模型不再适用'为考虑剪

切变形影响&

O4=%C8:0Q%

(

A

)于
*G#*

年提出了剪切

变 形 理 论&后 人 称 其 为
O4=%C8:0Q%

梁 模 型'

O8%=1C

(

G

)

*

(47Q:&&

等(

*)

)使用不同阶数的多项式描

述变形和旋转的变化&分析深梁得到了较合理结果&

但分析细长梁时产生了剪力自锁现象'

H:@@

N

(

**

)提

出
PP<

#

P09:/@:

?

:0@:09P09:/

?

%&194%0<&:=:09

&

PP<

$

法解决剪力自锁问题'李彦辉等(

*#

)将
PP<

法应用于

向量式有限元&探讨了剪切变形对梁结构的影响&但

没有考虑变形间的耦合作用'本课题组钱若军

等(

*!

)基于变形分析建立了考虑变形耦合作用的空

间梁任意点位移表达式&并推导了两节点十自由度

的空间梁单元模型'上述研究主要基于传统有限元

方法展开&在向量式有限元中的有效性和可行性还

有待于验证'

本文以考虑变形耦合作用的空间精细梁理论为

基础&推导了适用于向量式有限元的精细梁单元应

变和内力计算公式&采用
JRHOH6(

自编了向量式

有限元程序'并通过算例分析验证本文精细梁模型

的正确性'

9

!

向量式有限元及梁单元

向量式有限元是一种以向量力学为理论基础&

以数值计算为描述方法的分析方法(

*,

)

'

9:9

!

向量式有限元基本概念

*

$点值描述
!

将构件离散成有限的空间点&并

通过一组内插函数来描述构件上其他点的空间位

置'经过简化以后&构件的质量可以按照一定的方

法分配到各点并且可以用牛顿运动定律分析结构'

#

$途径单元
!

把构件上空间点的时间轨迹离散

成一组时间点&通过一组标准的控制方程&空间点从

一个时间点的位置到达另一个时间点的位置&这一

时间段称为途径单元'简化后&可以用大变位和小

变形理论分析大变形问题'

!

$逆向运动
!

如图
*

所示&杆件从
*#

位置平移

至
*[#[

位置&再以点
*[

为中心逆向旋转至
*

!

#

!

&

*

!

#

!

与
*

"

#

"

在同一直线的位置&这一过程即逆向运动'

向量式分析通过虚拟的逆向运动来处理纯变形&进

一步由纯变形得到单元内力'

图
9

!

虚拟逆向运动
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;

<9

!

3$0,)+5$*%"04"-(,$(*

图
=

!

平面梁系结构变形
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;
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9:=

!

@)5"0

梁单元

如图
#

所示&假设单元由初始位置
*

1

#

1

运动到

下一时间点
*#

&根据
<.&:/

梁的挠曲理论&杆件任意

截面上一点的变形满足下列关系(

*,

)

!

#

$

#

=

%

&

"!

"

'

#

*

$

式中!

#

=

为
'

轴与截面交点的轴向位移&

(

为
&

方

向位移&

"

为空间转角'采用传统有限元的形函数&

可得
#

=

*

(

*

"

表达式!

#

=
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'

#

)

) !'

#

%

,')

*

)

#

!'

#

%

#

)

*

+
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#

$

%

&

'

(

#

#

#

$

根据虚功原理&可得单元内力与节点变形关系为

+#'

,

*-

,
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#
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%

&

'

(

-

$

.

)

/

1

) )
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#0

1
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)
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$

*
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式中!
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@/

1

'

.

*

)

*

/

1

*

0

1

分别

为杆件元弹性模量*长度*截面面积和截面惯性矩'

进一步由节点力平衡&求得节点其它内力分量'

.

2

'

$

)

&

+*'

$%

+#'

.
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*

$

)

&

+#

&

$%
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*
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-

"

)
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2

&

$
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&
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&
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+#

&

#
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$

图
A

!

梁单元节点力和弯矩

'$

;

<A

!

B+0,$#5"2(0#"(2

?

5+*"1"+-

=

!

精细梁模型

=:9

!

拉压$弯$剪$扭$翘曲及其耦合效应作用下空

间梁任意一点的位移

!!

在外荷载作用下&空间梁同时发生轴向拉压*弯

曲*剪切和扭转'相应会产生轴向*弯曲和剪切变

形&以及横截面的翘曲变形&如图
,

(

*+

)

'

图
C

!

梁的受力状态

'$

;

<C

!

,/"4,0"444,+,"(21"+-

图
D

等截面梁惯性系

'$

;

<D

!

,/"#((0&$*+,"(24

?

+#"1"+-

在坐标系
45678

#如图
+

所示$中&等截面梁任

意一点的位移为(

*+

)

#

$

#

9

*

#

:

*

#

:;

*

#

;

*

#

#

*

#

%

(

$

(

:

*

(

:;

*

(

;

*

(

#

<

$

<

:

*

<

:;

*

<

;

*

<

#

#

+

$

其中!

&

$

'

$

'

%

#

O

为轴向拉压产生的轴向位移%

#

V

为在弯矩作用下梁发生横向弯曲时截面转动产生轴

向位移%

#

VC

为考虑梁横向剪切变形影响截面的抗弯

刚度后产生的附加挠度而使得梁截面转动产生的修

正轴向位移%

#

C

*

(

C

*

<

C

为剪力产生的轴向位移和横

向剪切位移%

(

V

*

<

V

为由于梁在弯矩作用下产生的

横向弯曲位移%

(

VC

*

<

VC

为考虑梁横向剪切变形影响

截面的抗弯刚度后&产生的附加横向位移%

#

"

*

(

"

*

<

"

为考虑轴力二次效应影响产生的轴向位移及横

向位移%

#

#

*

&

为约束扭转引起的轴向位移及切向位

移%

$

X

为截面扭转角(

*+

)

'

本文暂不考虑二次效应影响以及约束扭转引起

的轴向位移及切向位移&对以上梁单元作适当简化&

等截面空间梁中任意一点的位移为

#

$

#

O

*

#

V

*

#

VC

*

#

C

(

$

(

V

*

(

VC

*

(

C

<

$

<

V

*

<

VC

*

<

C

#

D

$

其中!

#

O

*

(

V

*

<

V

为常规
<.&:/

梁中的轴向位移和

横向弯曲位移&

<

C

*

(

C

为横向剪切位移&

#

V

*

#

VC

*

(

VC

*

<

VC

*

#

C

为考虑变形耦合的修正位移'

=:=

!

修正位移表达式

根据精细梁的理论可得各项修正位移为!

*

$横向弯曲导致截面转动产生的轴向位移
#

V

(

*+

)

'

弯曲导致截面转动从而产生的沿
'

轴方向的位移为

#

5V

$%

&

$

-V

&

#

WV

$%

-

$

&

V

#

"

$

其中!

$

UV

与
$

N

V

为空间梁弯曲变形后中和轴的转角'

则由于梁横向弯曲时截面转动而产生的轴向位

移为

#

V

$

#

5V

*

#

WV

#

A

$

#

$横向剪切变形影响截面抗弯刚度后产生的轴

向位移
#

VC

和横向位移
(

VC

*

<

VC

(

*+

)

'考虑梁的抗弯

刚度受横向剪切变形影响后&产生的附加挠度而使

得梁截面转动产生的轴向位移
#

VC

为

#

VC

$

#

5C

*

#

WC

$

(

&

C

#

5V

*

(

-C

#

WV

#

G

$

对于
&

*

-

轴方向截面抗弯刚度受剪切变形影

响后产生的附加挠度而使得梁截面转动产生的横向

位移分别有

(

VC

$

(

&

C

(

V

&

<

VC

$

(

-C

<

V

#

*)

$

式中!

(

&

C

$%

"

&

*

*

#

"

&

&

(

UC

$%

"

-

*

*

#

"

-

'

"

&

*

"

-

是由于剪切影响对
&

轴和
-

轴方向抗弯

刚度的影响系数&

"

&

$

*#=

C

.0

-

>/

C

&

?

#

&

"

-

$

*#=

C

.0

&

>/

C-

?

#

*

/

C

&

&

/

C-

为杆截面沿
&

轴和
-

轴的有效抗剪面积%

0

&

&

0

-

是
&

轴和
-

轴主惯性矩&

?

是相当长度&

=

C

为

!

第
#

期
!!!

陈
!

冲!等'基于精细梁模型的向量式有限元分析
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剪切效应的截面影响系数'

!

$横向剪切变形引起的轴向位移
#

C

(

*+

)

'梁的

剪切变形引起的沿
'

轴的位移
#

C

&

&

和
#

C

&

-

分别沿截

面高度和宽度按三次曲线变化&即
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C

&

&
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$
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C
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&
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#
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式中!

@

*

:

分别为梁横截面高度和宽度'

A

!

应用于向量式有限元的精细梁模型

A:9

!

精细梁单元节点位移及应变

!!

基于精细梁理论&可得二维梁单元的位移公式为
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为剪切弹性模量'根据式#
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A:=

!

单元轴向应变和剪应变对应的等效内力

积分可得单元轴向应变对应的等效内力
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将两部分内力叠加可得总的内力增量!
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进一步由静力平衡条件可得
+*'

*

+#

&

*

+*

&

'

C

!

向量式有限元静力分析算例

算例
9

悬臂梁如图
"

所示(

*#

)

&长度
?

$

#F)=

&梁宽

:

$

)F#=

&高
@

$

)F#=

&弹性模量
.\#̀ *)

G

(

"

=

#

&

单位长度质量
,

$

#F)Q

>

&剪切效应的截面影响系

数
=

;

$

+

"

D

&泊松比
-$

)F#+

&剪切模量
>

$

A

E

*)

A

(

"

=

#

&梁的右端点处承受外力
F

$

#F+

E

*)

!

(

&

时间步长
#

G

$

*)

%

+

C

'用
$JPJ<

编写
<.&:/

梁*

O4=%C8:0Q%

梁和精细梁程序对悬臂梁进行计算&可

得表
*

所示自由端竖向位移'

表
9

!

不同分析方法所得的悬臂梁自由端竖向位移

E+15"9

!

E/"&$4

?

5+#"-"*,(2,/"#+*,$5"%"01"+-F420"""*&

(1,+$*"&1

6

&$22"0"*,+*+5

6

4$4-",/(&4 -

方法
梁模型

<.&:/

梁
O4=%C8:0Q%

梁 精细梁

向量式有限元
#F+))#̀ *)

_#

#F+*!#̀ *)

_#

#F+!*)̀ *)

_#

6(IaI #F+)G!̀ *)

_#

#F+*A"̀ *)

_#

由表
*

可见&采用考虑了剪切变形和刚度折减影

响的精细梁模型后得到的自由端节点竖向位移最大%

只考虑剪切影响的
O4=%C8:0Q%

梁得到的位移次之%

<.&:/

梁得到的位移最小'但由于高跨比#

@

"

?\*

"

*)

$较小&属于工程梁范畴#

@

"

?\*

"

A

&

*

"

*#

$&剪切

变形和刚度折减影响均较小&因此&采用上述
!

种梁

模型所得结果相差不大'此外&

$JPJ<

所得的结果

和
6(IaI

结果较接近&可验证所编
$JPJ<

程序的

正确性'

分别采用
6(IaI

实体模型*

O4=%C8:0Q%

梁模

型和向量式精细梁模型对高跨比#

@

"

?\*

"

*)

&

*

"

+

&

*

"

!

$的上述悬臂梁进行分析&可得表
#

所示自由端

竖向位移'

表
=

!

不同分析方法所得的不同高跨比悬臂梁

自由端竖向位移

E+15"=

!
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&$22"0"*,+*+5

6

4$4-",/(&4 -

方法
高跨比

*
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"
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"

!

6(IaI

实体模型
#F+!!G̀ *)

_#

!F,!#)̀ *)
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GF+,)#̀ *)

_,

向量式有限元精细梁
#F+!*)̀ *)

_#

!F!"*"̀ *)

_!

GF*"#À *)
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6(6IaI

铁木辛柯梁
#F+*A"̀ *)
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!!

由表
#

可见&当高跨比
@

"

?\*

"

*)

时&

!

种方法所

得的位移值基本一致%随着高跨比变大&三者之间的差

距也变大'当高跨比为
*

"

!

时&实体模型所得的结果最

大且与精细梁所得的结果相差不大%

O4=%C8:0Q%

梁所

得的结果最小且与其他两种方法所得结果相差较

大'因此&在进行深梁分析时&精细梁模型所得的结

果较
O4=%C8:0Q%

梁所得更为准确'

图
G

!

悬臂梁承受外力作用

'$

;

<G

!

'(0#"(*#+*,$5"%"01"+-

图
H

!

深梁受均布荷载作用

'$

;

<H

!

>$4,0$1),"&5(+&(*&""

?

1"+-

算例
=

考虑两端为固定端的深梁如图
A

所示(

*D

)

'弹

性模量
.\#`*)

**

(

"

=

#

&单位长度质量
,\#F)

Q

>

&剪切效应的截面影响系数
=

C

\+

"

D

&泊松比
-

\

)F!

&剪切模量
>\"FDG#̀ *)

*)

(

"

=

#

&梁承受均布外

力
H

\D̀ *)

"

(

"

=

# 作用&悬臂梁分为
*)

个单元'分

别采用
<.&:/

梁#

$<

$*

O4=%C8:0Q%

梁#

$O

$和精细

梁#

$L

$模型对不同高跨比#

I

"

?\*

"

!

&

*

"

#

&

*

$的固

端梁进行分析&可得图
G

所示梁位移'图中
'

为单

元节点横坐标&

(

为单元节点
&

向位移'

如图
G

所示&当高跨比为
I

"

?\*

"

!

&

*

"

#

&

*

时&

采用
<.&:/

梁#

D.

$所得结果明显小于其它两种模

型&表明
<.&:/

梁#

D.

$用于深梁或浅深梁分析存在

较大误差&所得结果偏小'当高跨比为
*

"

!

时&

O4=%C8:0Q%

梁#

D9

$结果与精细梁#

DF

$结果基本

接近&但随着高跨比增大&两者差距逐渐增大&表明

刚度折减影响逐渐增大'当梁较深时&刚度折减影

响不容忽略'因此&对于高跨比较大的深梁或浅深

梁&采用同时考虑剪切变形和刚度折减影响的精细

梁模型是必要的'

算例
A

门式框架如图
*)

所示'弹性模量
.\#F*`

*)

D

&杆件截面宽
:\)F!

&高
@\)F!

&剪切效应的截

面影响系数
=

C

$

+

"

D

&泊松比
-$

)F!

&剪切模量
>

$

AF)""

E
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+

&横梁中间受一竖向力作用&底端两

节点固定'分别采用
<.&:/

梁#
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$*

O4=%C8:0Q%

梁#

$O

$和精细梁#

$L

$模型对不同高跨比#

@

"

?

$

*

"

!)

&

*

"

D

$的门式框架进行分析&得到图
**

*图
*#

所示荷载 横梁中点竖向位移曲线'

图
I

!

不同高跨比时梁位移
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平面门式框架
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图
9L

!

高跨比为
9

%

AL

的荷载 位移曲线
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;
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!
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图
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!

高跨比为
9
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的荷载 位移曲线
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G

由图可见&当高跨比为
*

"

!)

时&采用
!

种梁模

型所得结果基本接近&表明工程梁分析时&剪切变形

和刚度折减的影响较小&可以忽略'当高跨比为
*

"

D

时&由上述公式可得剪切变形和刚度折减的所产生

的位移修正项变得较大'精细梁模型同时考虑了两

者的影响&

O4=%C8:0Q%

梁模型只考虑了剪切变形的

影响&而
<.&:/

梁模型两者的影响都没有考虑&所以

D.

所得的屈曲荷载最大&

DF

所得的屈曲荷载最

小&此时剪切变形和刚度折减的影响不能忽略'

D

!

结论

以精细梁理论为基础&综合考虑了剪切变形及

附加轴向位移*附加横向位移对单元内力和变形的

影响&推导了基于精细梁模型的向量式有限元基本

公式'通过编写
JRHOH6(

程序分析算例得到以

下结论!

*

$对于高跨比较小的工程梁&

<.&:/

梁*

O4=%C8:0Q%

梁以及精细梁所得的结果十分接近&表明此时剪切

变形和刚度折减的影响较小&可以忽略'

#

$对于高跨比较大的深梁或浅深梁&精细梁所得的

结果比
O4=%C8:0Q%

梁和
<.&:/

梁所得的结果大得多&此

时梁的剪切变形和刚度折减的影响较大&不能忽略'

!

$对工程梁进行分析时&由于剪切变形和刚度

折减影响较小&选择较为简单的
<.&:/

梁模型是可

行的'但对于超出工程梁范围的深梁或浅深梁&采

用考虑剪切变形和刚度折减影响的精细梁模型可望

得到更准确的结果'
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