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拟动力试验中显式数值积分方法改进研究的综述

王　威，阿肯江·托乎提
（新疆大学 建筑工程学院，乌鲁木齐８３０００８）

摘　要：传统拟动力试验数值积分方法主要分为显式和隐式两种算法。以往的研究表明，显式算法

较隐式算法更适合于拟动力试验。然而，显式算法本身有着许多固有缺陷，而且现代教学和科研对

拟动力试验结果精度越来越高的要求也促使算法做出必要的改进。详细介绍了国内外学者对显式

算法改进的研究进展和现状，并通过对显式算法几个主要改进方面的探讨和总结，指出了其中需要

解决的几个问题，依此提出了今后合理的研究目标和方向。
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　　传统拟动力试验数值积分方法分为隐式和显式

两大类，两者各有优缺点。隐式方法最大的优点是

无条件稳定，它对计算时间步的长短没有限制，然而

在运用隐式算法进行拟动力试验时求解下一步的位

移要用到下一步的恢复力，即某一时刻的位移与此

刻的恢复力偶联，这样要得到收敛解就必须对方程

进行迭代矫正，这需要整个试验系统的联机迭代才

能实现，而且不希望的卸载滞回效应也会被引入每

一个时间步中。虽然一些隐式算法已成功用于拟动

力试验，但其对设备和控制水平要求都很高。显式

算法尽管条件稳定，但因为其采用显式积分方法，可

直接进行积分，无需求解联立方程组，所以不需要迭

代，也没有是否收敛的问题，这样就比隐式算法计算

量小的多，也大大减少了耗费在调整计算上的时间。

尤其是当结构呈非线性或自由度较多时，显式计算

方法计算效率高的优点会更突出。所以，一般情况
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下认为，显式算法较隐式算法更适合拟动力试验。

最初 的 显 式 算 法 有 中 央 差 分 法 和 显 式

Ｎｅｗｍａｒｋ法（ＮＥＭ），这些方法具有显式方法典型

的缺点，比如条件稳定、不具有二阶精度、没有数值

耗散特性等。同时，随着时代的发展和科技的不断

进步，越来越多新型复杂结构的出现也对拟动力试

验数值积分方法提出了更高的要求。所以长期以

来，针对显式方法的缺点以及在运用显式算法中所

暴露出来的其它问题，国内外学者对显式算法在稳

定性、精度、数值耗散特性、误差累计特性等方面进

行了许多的改进，提出了许多更加适用的新方法。

１　显式及其改进数值积分方法

１．１　改进稳定性的显式方法

条件稳定是传统显式算法最大的的缺点。为了

弥补这个不足，Ｇｕｔｉéｒｒｅｚ等
［１］运用模态截断技术改

进了显式方法的稳定性，对改进显式方法的稳定型

做了最初的探索。随后，Ｃｈａｎｇ
［２４］提出了一种无条

件稳定的显式数值积分方法双β参数法（ＣＥＭ），该

方法的本质是将放大矩阵的元素中都具有的与常平

均加速度法（ＡＡＭ）相同或相近形式的分母提出来

并引入到位移表达式中的两个参数矩阵β１ 和β２ 中，

对于具体的拟动力试验，这两个矩阵参数为常量矩

阵而且由初始结构特性和时间步决定，这样就使得

该算法就与 ＡＡＭ 具有相同的特征方程，故对于线

弹性系统，所提出的方法与ＡＡＭ 的数值特性完全

相同，即所提出的方法无条件稳定且位移和速度都

没有震荡，这样就消除了在多自由度试验系统以及

在子结构试验中时间步的限制，而且这种算法应用

起来与普通显式算法同样的简单，相比 ＮＥＭ 和中

央差分法具有更好的误差传播特性，另外这种方法

具有二阶精度，而且对于非线性系统，它比ＡＡＭ计

算效率更高。该方法整合了显式方法和隐式方法的

大部分优点，克服了隐式方法需要反复迭代的缺点，

相比于隐式积分方法，计算得到了大大的简化。在

ＡＡＭ法中，为了达到精度解而设定的关于选择时

间步的粗略规定也同样的适用于所提出的显式

方法［４］。

采用类似的改进方法，Ｃｈａｎｇ
［５７］提出了三种改

进的无条件稳定显式算法。文献［５］提出的算法具

有与先前提出的无条件稳定显式方法相同的数值特

性，然而与先前提出的方法相比，该方法在控制误差

传播方面有优越性。文献［７］提出的无条件稳定显

式方法捕获动力荷载的能力要 强于 ＡＡＭ
［８］。

Ｃｈａｎｇ
［６］针对文献［４］、［７］中提出的无条件稳定显

式方法只在线弹性系统和瞬时刚度软化系统中是无

条件稳定的而在任何瞬时刚度硬化系统中都是条件

稳定的缺点，提出了一种无条件稳定显式方法，该方

法在一般的瞬时刚度硬化系统中也是无条件稳定

的，同时也具有二阶精度，且对于总反应由低阶阵型

占主导地位的一般结构动力学问题的解非常有效。

文献［９］利用瞬时非线性度参数
［７］（δ犻＋１）来衡量

文献［４］和文献［７］中提出的两种算法在非线性系统

中的性能，当δ犻＋１小于或等于１时，第一种算法无条

件稳定，大于１则变为条件稳定；当δ犻＋１小于１／９或

大于１时，第二种算法条件稳定，当处于两者之间

时，则算法无条件稳定。从而得出了第一种算法比

第二种算法优越的结论。文献［１０］提出的无条件稳

定显式方法对任何线弹性系统、瞬时刚度软化系统

和瞬时非线性度不大于４／３的瞬时刚度硬化系统都

是无条件稳定的。显然这种算法比文献［４］、［７］中

的算法都优越。

文献［１１］提出了一种改进的无条件稳定显式算

法，这种算法最显著的稳定特性是，它不仅对任何线

弹性系统和瞬时刚度软化系统都是无条件稳定的，

而且当δ犻＋１小于或者等于２时，它对瞬时刚度硬化

系统都是无条件稳定的，由于几乎没有δ犻＋１大于２

的土木工程结构，所以在拟动力试验中运用这种方

法时可以不考虑稳定性的影响了，而且这种方法与

传统的显式方法相比也具有同样的二阶精度。文献

［１２］提出的结构关联算法通过在第犻＋１步的位移

和速度表达式中引入参数，也实现了只要满足瞬时

非线性度大于等于２就能使非线性系统也为无条件

稳定。

Ｃｈａｎｇ
［１３１４］通过将地犻＋１步的速度表达式中的

γ不再设为常数，而加速度表达式与 Ｎｅｗｍａｒｋβ法

相同，将放大矩阵中每一项都有的分母引入到系数

β１、β２ 中，而这个分母是传统显式方法中没有的，从

而提出的常规拟动力试验的显式方法族，可由β和γ

取不同的值时变换为几种在特定的条件下可以实现

数值稳定的显示算法。另外，Ｃｈａｎｇ
［１５］在文献［６］

提出的方法的基础上通过将初始切线刚度乘以一个

放大系数，用这个被放大的初始刚度来确定位移增

量的微分方程的系数，从而扩大了稳定性范围。

１．２　改进数值耗散特性的显式方法

在动力学问题中，尽管高阶阵型的反应占整个
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反应的比例并不大，但是数值计算误差的存在将会

导致高阶振型的虚假增长，而且这种影响也会由于

拟动力试验中避免不了的试验误差而增加，所以它

仍然可能被放大、传播甚至破坏整个拟动力试验的

结果，然而，这种虚假反应的参与可以使用具有数值

阻尼的算法来抑制，并且可以准确地积分低阶

振型［１６１８］。

Ｓｈｉｎｇ等
［１９２０］提出了修正的 Ｎｅｗｍａｒｋ方法，该

算法是在ＮＥＭ 的基础上引入两个参数，这两个参

数由数值积分精度和稳定性确定，按需求的算法阻

尼调整这两个参数可以对算法的数值阻尼进行调

节，由于对于给定的时间步该算法的数值阻尼几乎

与基本频率呈线性比例关系，所以算法对基本振型

的阻尼作用很小而对其它振型的阻尼作用都很大，

同时对应的周期误差也较大，另外，在非线性振动系

统中也可能产生负的阻尼效应。

Ｃｈａｎｇ
［１６１７］在α耗散方法

［２１］的基础上提出了一

种新的算法，该算法的表达式与α耗散方法相同，但

是参数不再是常数而是质量矩阵的逆矩阵、刚度矩

阵、积分时间步长的函数。这些参数取不同的值时

就可以将该算法转换为几种具有不同特性的算法：

当α＝犗时，该算法即为Ｎｅｗｍａｒｋ法；当α＝β＝０，

γ＝１／２时变为ＮＥＭ法，不具有耗散特性；当α＝β＝

０且γ＞１／２时成为γ一耗散显式 Ｎｅｗｍａｒｋ法，其

只具有一阶精度，其它特性与修正 Ｎｅｗｍａｒｋ法相

同；如果只有α＝β＝０则变为γ一函数耗散方法；当

β＝０，γ＝１／２时，算法变为α一函数耗散方法。α函

数耗散方法和γ函数耗散方法是两种具有二阶精度

的耗散方法，这两种方法数值耗散特性完全相同，而

且具有理想的可以被持续控制的数值耗散特性，这

些有利的数值阻尼可以有效的抑制由于数值或实验

误差的存在而导致的高阶阵型反应的虚假增长，而

低阶阵型反应可以被精确的获得，而且γ函数耗散

显式方法与 ＮＥＭ 相比具有更优的误差耗散特性，

所以这两种算法在拟动力试验中非常有用［１６１７］。

１．３　积分形式的显式方法

Ｃｈａｎｇ等
［２２］将ＮＥＭ 的表达式对时间积分，通

过积分使得外部荷载函数变得平缓，这样快速变化

的外部荷载可以被准确的获得，同时对恢复力进行

时间积分也可以消除不利的线性化误差，这是因为

每一时间步的恢复力可以被连续的测量。这样，取

较大时间步所获得的试验结果就可以达到原始方法

取较小时间步所得试验结果相同的精度，而且有更

好的误差传播特性。

随后，Ｃｈａｎｇ
［２３］将γ函数耗散方法化为积分形

式，由于γ函数耗散方法具有理想的数值耗散特性，

可以有效的阻止高阶阵型反应的虚假增长，而低阶

阵型反应可以被精确的积分，这使得拟动力试验的

结果得到更加的改进，并且验证了运用动量运动方

程（积分形式）代替力运动方程进行试验的主要优

点：误差传播会减少，冲击荷载的附加关联动量的影

响会更容易反映，动力何载的快速变化将会被外力

荷载的时间积分所缓和，因此更容易被获得，线性化

误差将会被显著的减少甚至消除，另外，可以通过恢

复力的时间积分彻底的将每一时间步中反力的详细

变化考虑在内。文献［２４］的研究表明在运用积分形

式的显式Ｎｅｗｍａｒｋ法时，时间步的选择几乎可以不

受冲击荷载形状的影响，即在取更大的时间步时就

可以达到原始算法所能达到的精度，而且其他形式

的Ｎｅｗｍａｒｋ方法也具有这种数值特性。

Ｃｈａｎｇ
［２５２６］基于上述方法将Ｎｅｗｍａｒｋβ法化为

积分形式，研究了利用拟动力试验获得脉冲荷载冲

击反应的可行性，即运用动量运动方程的形式来代

替力运动方程，用外部动量求解动量运动方程，因为

外动量是对外力时间积分的结果，这样就很容易地

克服了由于冲击荷载末端的荷载不连续而引起的位

移反应相对振幅误差以及附加振幅失真，避免了由

于时间步取得较大而增大这种失真，使得每一步的

位移增量都不大于位移传感器的分辨率，从而位移

增量不能被准确地施加到试件上的问题，也避免了

噪音对冲击反应的污染。所以，运用这种方法，试验

获得了可靠的冲击反应结果。

１．４　其它方面的探索和改进

Ｃｈａｎｇ
［２８２９］运用非线性度参数［２７］分析了 ＮＥＭ

法在非线性系统中的数值特性，通过分析试验结果

得出结论：相对周期误差仍然可以用来衡量每一时

间步中的周期失真；振幅的改变不再仅仅由数值阻

尼比控制，还与刚度的改变、积分时间步长以及上一

时间步的数据紧密相关，线性系统中对主要阵型进

行精确积分以获得可靠解的传统观念也被用于为非

线性系统提出粗略的准则。

陈伯望等［３０３１］将精细积分方法和预估校正

ＡｄａｍｓＢａｓｈｆｏｒｔｈＭｏｕｌｔｏｎ多步法相结合，构造了

一种避免状态矩阵求逆、隐式预估校正、四阶精度

的精细积分多步法，基于精细积分多步法，构造了一

种实用的显式拟动力试验数值积分方法，该方法在
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成倍地增大时间步长后的计算精度比中心差分法

高，稳定性较好，试验工作可大量减少。

王德才等［３２３３］结合ＮＥＭ 以及ＣＥＭ，并通过引

入数值耗散系数，改善传统显式算法所固有的一些

缺陷，同时可以减小误差累积效应，用确定狉一函数

耗散方法的耗散系数原则来选择数值耗散系数，提

出的广义显式积分方法，对位移的假定采用两个参

数，而对速度的假定采用一个参数，其中对位移的假

定中的两个参数一组等价于 ＮＥＭ，另一组等价于

ＣＥＭ，通过对三个参数的选择可以实现显式算法的

无条件稳定或具有数值耗散特性，这种广义显式积

分方法能根据试件的特点选择参数，从而在得到准

确的试验结果的同时使试验误差降低到最小，并且

比其它显式方法有更大的应用范围。

２　结论及研究趋势

由于显式方法对拟动力试验良好的适用性，国

内外学者对其进行了许多必要的改进和完善，并通

过大量的试验和理论分析，验证了这些改进方法的

适用性。许多方法已经被成功运用于拟动力试验并

发展成熟。但到目前，仍然有很多方面值得各国学

者做深入的探索：

１）将具有数值耗散特性的算法化为积分形式运

用于拟动力试验虽然已经实现，但是还不是很成熟，

可以进一步的探索和完善。

２）研究能否将无条件稳定显式算法化为积分形

式，形成积分形式的无条件稳定显式方法，这种算法

在兼顾积分形式算法优点的同时也具有无条件稳定

显式算法的数值特性。

３）寻求一种既能满足无条件稳定特性又能兼顾

数值耗散特性的新方法也是一个值得研究的方向。

随着时代的发展以及科技的不断进步，越来越

多的复杂新型结构出现。现代结构复杂多变的特点

也对拟动力试验数值积分算法提出了更高的要求。

所以，寻求一种更优、更成熟的显式数值积分方法用

于拟动力试验及其相关研究仍然是一个永恒的

课题。
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