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摘　要：管网水力模型是实现供水系统现代化管理的重要工具，要使水力模型能比较准确地反映管

网真实运行状态，达到预期使用目的，其中的参数需要校核。将管网节点流量校核作为优化问题，

采用加权最小二乘法逐步迭代求解，与已有研究相比，采用矩阵分析法推导供水管网雅克比矩阵解

析式，引入水量分配矩阵聚合节点流量，将欠定问题转化为超定，提高了校核的计算效率和结果的

可靠性。采用简单管网阐明了雅克比矩阵的计算、节点流量的聚合及梯度向量的构造，利用实际管

网验证了方法的实用性。
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　　管网水力模型不仅能用于指导供水调度、优化

运营管理，还是开展其他相关研究的基础，如管网水

质模拟、突发性水质污染事件预警与定位等。随着

社会经济发展，各地自来水厂开始投入大量人力与

财力构建或完善管网水力模型。管网水力模型校

核，或称管网参数校正，是指通过调整模型中预先设

置的水力参数，使模型计算值与监测值匹配的过程，

其目的在于使构建的水力模型能比较准确地反映管

网的真实运行状态，达到预期使用目的。在构建的

管网水力模型中，由于节点流量随时间不断发生变

化，为时间“常变量”，需要进行实时校核［１］。

针对管网节点流量校核，吴学伟等［２］尝试以节

点水压为已知量计算节点流量，并采用实验室管网

进行验证，结果表明，对实验室小型管网状态估计精

度较高，但对于实际大型管网的工况分析有待进一

步研究。丛海兵等［３］从管网实时模拟角度出发，提

出状态估计的数学模型并采用简约梯度法求解。

Ｓｈａｎｇ等
［４］利用卡尔曼滤波法校核管网节点流量，

该法利用上一步的节点流量作为校核初值以提高计

算效率。鉴于管网中监测点数少于节点数，Ｃｈｅｎｇ

等［５６］采用截断奇异矩阵分解法求解欠定优化问题

实现了节点流量校核。Ｐｒｅｉｓ等
［７］尝试采用遗传算

法实时校核节点流量，为提高收敛速度，利用 Ｍ５算

法对节点流量进行预先估计。此外，目前最广泛使

用的 ＷａｔｅｒＧＥＭＳ、ＩｎｆｏＷｏｒｋｓＷＳ等商业软件也采

用遗传算法校核管网水力模型［８］。然而，遗传算法

的参数设置对算法性能影响较大，其本身就是个优

化问题，要求校核人员具有相关的数学知识，且需要

依据多次运算收敛情况判断参数设置是否合理，会

导致使用困难与计算量大等缺点。例如，中国很多

水厂都花费巨资购买上述软件，但实际使用效果并

不理想。再者，Ｖａｓｓｉｌｊｅｖ等
［９１１］的最新研究表明，当

大型管网变量个数大于１０时，遗传算法计算时间长

达数小时，无法实现节点流量的实时校核。总之，如

何提高节点流量校核的计算效率及校核结果可靠性

仍是管网研究领域的热点与难点问题。

加权最小二乘法是高斯
!

牛顿算法的变形，不

仅计算效率高，还能通过调整权重系数提高校核结

果的可靠性，被广泛用于解决各类实际工程问题。

鉴于节点流量实时校核要求较高的计算效率，笔者

深入研究了基于加权最小二乘法的管网节点流量校

核，相较于以往研究，采用矩阵分析法推导供水管网

雅克比矩阵解析式，引入水量分配矩阵将节点流量

聚合减少未知量个数，提高了校核的计算效率与结

果的可靠性。

１　基于加权最小二乘法的节点流量校

核框架

　　将节点流量校核作为优化问题，构建目标函数
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式中：狀犎 为水压监测点数；犿狇为流量监测点数；
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对应的模型计算值；狇
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成矩阵形式
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式中：犎ｏ、狇ｏ为水压与管道流量监测值向量；犎（犙）、

狇（犙）为相应的模型计算值向量；犠 为权重矩阵。由

于管网的能量方程为非线性，采用迭代方法进行求

解，若第犽次迭代的解为
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　　式（３）的线性展开式为
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式中：Δ犎犽＝犎ｏ犎（犙犽）；Δ狇犽＝狇ｏ－狇（犙犽）；犑犎（犙犽）、

犑狇（犙犽）为节点水压与管道流量对节点流量的雅克比

矩阵。根据多元函数极值理论，当目标函数取得极

小值时，应有

４７ 土 木 建 筑 与 环 境 工 程　　　 　 　　　　　　　　　　　　第３８卷



犳 犙犽＋Δ犙（ ）犽
Δ犙犽

＝－２
犑犎（犙犽）

犑狇（犙犽
［ ］）

Ｔ

·

犠
Δ犎犽－犑犎（犙犽）Δ犙犽

Δ狇犽－犑狇（犙犽）Δ犙
［ ］

犽

＝０ （５）

可得

Δ犙犽 ＝
犑犎（犙犽）

犑狇（犙犽
［ ］）

Ｔ

犠
犑犎（犙犽）

犑狇（犙犽
［ ］烅

烄

烆
烍
烌

烎
）

－１

·

犑犎（犙犽）

犑狇（犙犽
［ ］）

Ｔ

犠
Δ犎犽

Δ狇［ ］
犽

（６）

　　由于实际管网中监测点个数小于节点数时，式

（６）中的联合雅克比矩阵［犑Ｈ（犙犽）；犑ｑ（犙犽）］的行数

小于列数，即约束个数少于未知量个数，解不唯一。

针对该欠定问题，最常用方法是将具有相似用水特

征的节点流量赋予相同的用水乘子或聚合（二者不

存在本质区别），进而将欠定问题转化为超定进行求

解。笔者也采用最通用的节点流量聚合法，不同之

处在于，通过引入水量分配矩阵进行节点流量聚合，

有助于简化运算并易于编程。图１为节点流量校核

流程图，其中包括校核模块与正计算模块，二者将对

方的输出作为输入反复运算直至Δ犙 达到规定精度

ε，文中ε＝０．０１。

图１　供水管网节点流量校核流程图
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２　供水管网雅克比矩阵计算

由图１可知，校核过程中需要多次计算管网雅

克比矩阵，根据已有文献［１２１５］，目前多采用扰动法进

行管网雅克比矩阵计算，其通过逐个引入扰动至各

参数，需要反复进行管网平差，会导致巨大计算量，

故不利用节点流量实时校核。鉴于此，采用矩阵分

析法推导了供水管网雅克比矩阵解析式，对稳态下

供水管网，质量与能量方程为

犃狇－犙＝０

犃Ｔ犎＋犺＝
烅
烄

烆 ０
（７）

式中：犃为狀×犿 管网衔接矩阵，狀与犿 为管网中的

节点数与管道数。犃矩阵中元素采用如下方法确定

犃（犻，犼）＝

－１ 如果节点犻是节点犼的起始节点

０ 如果节点犻与节点犼未连接 　

＋１ 如果节点犻是节点犼

烅

烄

烆
的末端节点

　　式（７）中，狇和犙分别为管道流量与节点流量向

量；犎是节点水头向量；犺是管道水头损失向量。根

据式（７），管网质量与能量方程的微分式写为

犃Δ狇－Δ犙＝０

犃ＴΔ犎＋Δ犺＝
烅
烄

烆 ０
（８）

　　对配水管道的水头损失犺，多采用海澄 威廉公

式计算

犺＝犓
狇（ ）犆

１．８５２
犔

犱４．８７１
（９）

式中：犓 为单位换算系数；犱、犔、狇及犆 分别为管道

的管径、管长、流量及海澄 威廉系数。对单根管道，

管道水头损失对管道流量的偏微分式为

犺

狇
＝犓ｕ

狇（ ）犆
１．８５２

犔

犱４．８７１
·（１．８５２狇

－１）＝

１．８５２·
犺

狇
（１０）

将式（１０）写成矩阵形式

Δ犺＝犅
－１
Δ狇 （１１）

式中：Δ犺与Δ狇均为犿×１向量，且有

犅＝

狇１
１．８５２犺１

狇２
１．８５２犺２

．．．

狇犿
１．８５２犺

烄

烆

烌

烎犿

　　此外，对于水泵项，矩阵犅中的元素为

狇
犺
＝

１

犮犫狘狇狘
犮－１

（１２）

　　水泵曲线方程为

犺ｐｕｍｐ＝犪－犫狇
犮 （１３）

式中：犪、犫及犮为水泵性能曲线参数。根据式（８）

可得

Δ犺＝－犃
Ｔ
Δ犎 （１４）

　　将式（１１）带入（１４），有
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犃ＴΔ犎 ＝－犅
－１
Δ狇 （１５）

　　将式（１５）变形可得

犅犃Ｔ
Δ犎 ＝－Δ狇 （１６）

　　将式（１６）两边同乘衔接矩阵Ａ，可得

犃犅犃Ｔ
Δ犎 ＝－犃Δ狇 （１７）

　　根据式（８）可知

犃Δ狇＝Δ犙 （１８）

　　将式（１８）带入式（１７），可得

Δ犎 ＝ －（犃犅犃
Ｔ）－１Δ犙 （１９）

　　同样地，对管道流量向量，有

Δ狇＝犅Δ犺 （２０）

　　由于Δ犺＝－犃
Ｔ
Δ犎，则有

Δ狇＝ －犅犃
Ｔ
Δ犎 （２１）

　　将式（１９）带入式（２１），可得

Δ狇＝犅犃
Ｔ（犃犅犃Ｔ）－１Δ犙 （２２）

　　根据式（１９）、（２２），供水管网节点水压及管道流

量对节点流量的雅克比矩阵解析式为

犎

犙
＝－ 犃犅犃（ ）

Ｔ －１

狇
犙
＝犅犃

Ｔ 犃犅犃（ ）
Ｔ －

烅

烄

烆

１

（２３）

３　节点流量聚合及梯度向量计算

由于实际管网中监测点数远少于节点数，节点

流量校核为欠定问题，不存在唯一解。Ｗａｓｌｋｉ
［１６］最

早提出采用节点流量聚合法将欠定问题转化为超定

进行求解，随后该方法被绝大多数学者认可，如

ＷａｔｅｒＧＥＭＳ、ＩｎｆｏＷｏｒｋｓＷＳ等商业软件都采用了

该方法。为简化运算、便于编程，引入水量分配矩阵

犌ｄ进行节点流量聚合。对管网中的狀个节点，若分

为犾组，则水量分配犌ｄ 为ｎ×犾矩阵，其中，元素取

值为各节点的基础需水量与对应聚合流量的比值。

基于管网雅克比矩阵及水量分配矩阵，梯度向量能

计算为

犑犎（犙犵）

犑狇（犙犵
［ ］） ＝

－（犃犅犃
Ｔ）－１ｏｂ

犅犃Ｔ（犃犅犃Ｔ）－１［ ］
ｏｂ

犌ｄ （２４）

式中：［犑犎（犙犵）；犑狇（犙犵）］为聚合流量的梯度向量；下

标ｏｂ代表与观测值对应的雅克比矩阵行向量。但

值得说明的是，供水管网的节点流量聚合并非易事，

从工程经验来看，节点流量聚合是基于管网中某些

节点流量具有相似用水特征；而从数学角度来看，节

点流量聚合的实质是一种提高参数敏感度的参数化

方法，其目的是通过牺牲解的分辨率来控制解的方

差。通常节点用水类型划分越细，解的分辨率越高，

但解的方差会很大，很小的观测误差都可能导致极

大的解误差，甚至不切实际的解，尤其在利用有限水

压监测值进行节点流量校核时，水压监测误差甚至

会被放大２～３个数量级，因此，节点流量聚合的关

键是如何在在分辨率与误差间取得折衷。

一些建模者认为，应先明确管网中各节点的用

水类型，然后进行“精细”分类，最后再聚合。但实际

中上述做法很难实现，一方面，管网水力模型中节点

流量代表的是某个区域的用水量，其本身就包含了

不同特征用水；另一方面，统计管网中各节点用水特

征工作量巨大，尤其对未构建地理信息系统的管网。

此外，若将漏损等不确定因素纳入考虑，准确划分节

点用水类型甚至不可能。

Ｓａｎｚ等
［１７］的最新研究表明，相较于根据节点实

际用水特征进行参数化，根据节点地理位置进行流

量聚合得到的校核结果精度高、方差小，这是由于相

同地理位置的聚合流量对监测值敏感度更高，能形

成单因子滤波，使校核结果可靠性更高。Ｄｕ等
［１８］

认为可将变异系数（σ／μ）作为校核结果的可靠性评

价指标，同时，结合管网的主要用水特征进行流量聚

合，一方面保证校核结果的可靠性，另一方面使校核

结果尽量与管网实际用水特征相符。鉴于本文的重

点在于阐明整体校核框架，对节点流量的参数化方

法及误差分析不做进一步探讨，相关内容可参见文

献［１８］。

４　案例分析

４．１　案例１

为阐明节点流量的聚合及梯度向量的构造，选

用图２的小管网作为例子，管网中各管道的管长均

为５００ｍ，管径均为２００ｍｍ，海澄 威廉系数均为

９０。假设节点１与２、节点３与４分别为商业与居民

用水并具有相似的用水曲线，根据各节点基本需水

量，该管网的水量分配矩阵为

犌ｄ ＝

Ｑ１
Ｑ商

０

Ｑ２
Ｑ商

０

０
Ｑ３
Ｑ居

０
Ｑ４
Ｑ

熿

燀

燄

燅居

＝

０．５ ０

０．５ ０

０ ０．３３３３

熿

燀

燄

燅０ ０．６６６７
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图２　案例１管网

犉犻犵．２　犖犲狋狑狅狉犽狅犳犆犪狊犲１

　

　　则存在关系式

犌ｄ犙ｇ ＝犙ｂ （２５）

式中：犙ｇ为２×１的聚合流量向量；犙ｂ 为４×１的节

点流量向量；犌ｄ 为４×２水量分配矩阵。通过聚合

节点流量，未知参数个数由４变为２，优化问题变为

正定（两个未知量对应两个监测值）。根据式（２３），

该管网的雅克比矩阵计算见表１。

表１　节点水压对节点流量的雅克比矩阵 －（犃犅犃犜）－１

犜犪犫犾犲１　犖狅犱犲犘狉犲狊狊狌狉犲狅犳犖狅犱犲犉犾狅狑犑犪犮狅犫犻犪狀犕犪狋狉犻狓

节点 节点１ 节点２ 节点３ 节点４

节点１ －０．２０２３ －０．１８６９ －０．１８９８ －０．１６３７

节点２ －０．１８６９ －０．２４３０ －０．１８６２ －０．１８４８

节点３ －０．１８９８ －０．１８６２ －０．２２７３ －０．１８０９

节点４ －０．１６３７ －０．１８４８ －０．１８０９ －０．２１６６

雅克比矩阵中的元素代表了节点水压或管道流

量对节点流量的敏感度，例如－（犃犅犃Ｔ）－１的第１

行、第１列元素表明如果节点１的流量增大１Ｌ／ｓ，

节点１的水压会下降０．２０２３ｍ。根据式（２４），第１

次迭代时的梯度向量矩阵见表２。

表２　管道流量对节点流量的雅克比矩阵犅犃
犜（犃犅犃犜）－１

犜犪犫犾犲２　犘犻狆犲犉犾狅狑狅犳犖狅犱犲犉犾狅狑犑犪犮狅犫犻犪狀犕犪狋狉犻狓

管道 节点１ 节点２ 节点３ 节点４

管道１ ０．６２８９ ０．５８１２ ０．５９００ ０．５０９１

管道２ ０．１６２３ －０．５９２８ ０．０３７５ －０．２２２６

管道３ ０．１６２３ ０．４０７２ ０．０３７５ －０．２２２６

管道４ －０．２０８８ －０．０１１６ －０．３７２５ ０．２８６５

管道５ －０．２０８８ －０．０１１６ ０．６２７５ ０．２８６５

水泵 ０．３７１１ ０．４１８８ ０．４１００ ０．４９０９

犑犎（犙
１
犵）

犑狇（犙
１
犵

［ ］） ＝
－（犃犅犃

Ｔ）－１１

犅犃Ｔ（犃犅犃Ｔ）－１［ ］
５

犌ｄ ＝

－０．１９４６ －０．１７２４

［ ］０．３９５０ ０．４６３９
（２６）

式中：－（犃犅犃Ｔ）－１１ 表示提取矩阵－（犃犅犃Ｔ）－１的第

１行（对应于节点１）；犅犃Ｔ（犃犅犃Ｔ）－１５ 表示提取矩阵

－犅犃Ｔ（犃犅犃Ｔ）－１的第５行（对应于水泵）。模型计

算值与监测值的初始残差为

Δ犎１

Δ狇［ ］
１

＝
１３．７８－１４．４３

５５．９６－５２．［ ］９２ ＝
－０．６５

３．［ ］０４ （２７）

　　将式（２６）、（２７）带入式（６），可得聚合节点流量

的第１次修正值为

Δ犙商

Δ犙［ ］
居

＝
－１０．０６７

１５．［ ］０５６
（２８）

　　表３给出了迭代过程中所有Δ犙值，表明通过３

次迭代就得到了最终解。

表３　迭代过程中Δ犙值

犜犪犫犾犲３　Δ犙犞犪犾狌犲犻狀犐狋犲狉犪狋犻狅狀狆狉狅犮犲狊狊

初始值 犙犽＝１ 犙犽＝２ 犙犽＝３ 校核结果 真实值

犙商＝４０Ｌ／ｓ －１０．０６７ ０．００８７ －０．００１９ ３０Ｌ／ｓ 犙商＝３０Ｌ／ｓ

犙居＝４５Ｌ／ｓ １５．０５７９ －０．０６０１ ０．００２１ ６０Ｌ／ｓ 犙居＝６０Ｌ／ｓ

｜｜ΔＱ｜｜２ １８．０７９７ ０．０６０７ ０．００２９

４．２　案例２

利用图３的实际管网进一步验证算法可行性。

该管网水力模型中仅保留了ＤＮ２００及以上管道，包

括１０３根管道与８５个节点。根据管道的管材与管

龄，管道的海曾威廉系数估计为１１５。根据水厂提

供的用水信息，供水区域大致分为工业区与居民区，

其中，工业区内主要包括４个集中水点，其用水量占

总用水总量的约５０％。

在校核管网水力模型前，将平均时用水量作为

节点基本用水量，除了４个集中用水点外，假设居民
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图３　案例２管网

犉犻犵．３　犖犲狋狑狅狉犽狅犳犆犪狊犲２

　

与未计量用水沿管线长度平均分配，并具有相同的

用水模式。根据监测的水泵供水量变化曲线确定用

水模式，对管网进行延时状态下水力模拟。限于篇

幅，仅给出了某天２４ｈ水泵水压与流量的监测值与

模型计算值，详见图４。其中，节点水压平均误差为

１．１ｍ、监测流量平均误差３３ｍ３／ｈ，模型计算值与

监测值相差不大，故该管网水力模型能基本反映管

网的真实运行状态。

图４　某天２４犺水泵水压流量监测值与模型计算值

犉犻犵．４　犆狅犿狆犪狉犻狀犵狋犺犲犕狅狀犻狋狅狉犻狀犵犇犪狋犲狑犻狋犺犕狅犱犲犾

犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犞犪犾狌犲犪犫狅狌狋狋犺犲犘狉犲狊狊狌狉犲

犪狀犱犉犾狅狑犻狀２４犺狅狌狉狊犪犱犪狔
　

值得说明的是，在利用优化算法校核节点流量

前，必须先对管网进行初步的宏观校核，控制模型计

算值与监测值的差在一定范围内。如果发现模型计

算值与监测值误差异过大，一般当水压差＞３ｍ、流

量差＞１５％时，应复核水泵曲线、检查管网拓扑结构

或节点标高是否出错，必要时应进行实地勘察。

在利用所提出算法校核管网节点流量时，为保

证校核结果可靠性，控制其变异系数σ／μ≤０．１。通

过分析７个监测值对应雅克比矩阵向量，并结合该

管网主要用水特征，将区域内节点分为２组。限于

篇幅原因，表４仅给出了第１０时监测值与校核前后

模型计算值，整个校核过程花费时间小于５ｓ。

表４　第１０时段各节点监测值与模型计算值

犜犪犫犾犲４　犜犺犲犕狅狀犻狋狅狉犻狀犵犇犪狋犲犪狀犱犛犻犿狌犾犪狋犻狅狀

犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀犞犪犾狌犲犪犫狅狌狋犈狏犲狉狔犖狅犱犲犪狋１０犜犻犿犲犛狋犲狆 ｍ３

监测点 监测值
初始

计算值

校核后

计算值

校核

前误差

校核

后误差

监测点１ ３１．８ ３１．９６ ３１．６１ －０．１６ ０．１９

监测点２ ３６．３ ３６．６０ ３５．７４ －０．３０ ０．５６

监测点３ ２３．９ ２６．６８ ２４．４７ －２．７８ －０．５７

监测点４ ２５．４ ２６．３９ ２４．１３ －０．９９ １．２７

监测点５ ２３．４ ２６．３６ ２４．１６ －２．９６ －０．７６

水泵水压 ５０．７ ５１．０３ ５０．５１ －０．３３ ０．１９

水泵流量 １５９８．５ １５４０．３ １５６４．４ ５８．２６ ３４．１３

根据表４可知，在校核节点流量后，并非所有模

型计算值与监测值的差都减小，相反有些节点的差

会略微增大，一部分原因是由于影响模型计算值的

参数除了节点流量外，还包括管道阻力系数、节点标

高等。总体而言，模型计算误差的绝对平均值有明

显下降，这表明校核后的模型能更准确地反映真实

管网运行状态，由此可见，所提出方法能用于实际管

网节点流量校核。

５　结　论

探讨了基于加权最小二乘法的供水管网节点流

量校核，应用矩阵分析法推导供水管网雅克比矩阵

的解析式，采用节点流量聚合法将欠定问题转化为

超定进行求解；将所有计算过程转化为简洁的矩阵

运算，提高了校核的计算效率与结果可靠性。案例

分析结果表明，所提出方法计算效率高，能用于实际

管网节点流量校核。

对实际管网节点流量校核，如何合理聚合节点

流量是关键，通常当管网中节点流量呈现明显同步

变化特征时，节点流量聚合法更适用。此外，吉洪若

夫正规化与截断奇异矩阵分解法也能求解该类欠定

问题，由于３种方法数学机理不同，对不同规模、不

同类型管网的适用性问题有待进一步研究。
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