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摘　要：给出了小剪切变形下的基桩犘 Δ效应和大剪切变形下支座犘 Δ效应计算的杆单元刚度

矩阵方程。假定杆单元弯曲变形位移函数为三次幂函数，剪切变形函数为线性函数，根据有限元法

一般原理，推导了一种同时计入竖向力径向剪切分力剪切变形和水平力剪切变形的犘 Δ 效应杆

单元刚度方程，推导了一种仅计入竖向力径向剪切分力剪切变形而忽略水平力剪切变形的犘 Δ

效应杆单元刚度方程，推导了一种仅计入水平力剪切变形而忽略竖向力径向剪切分力剪切变形的

犘 Δ效应杆单元刚度方程。计入水平力剪切变形而忽略竖向力径向剪切分力剪切变形的犘 Δ

效应杆单元可良好的模拟支座在大剪切变形下的偏心工作特性，能实时计入其偏心弯矩影响，为实

时计入支座偏心特性的结构动静力分析提供了理论支撑。最后通过自编 ＭＡＴＬＡＢ程序进行算例

分析，结果表明，计入支座大剪切变下的犘 Δ 效应后，基桩内力位移和地基土压力均显著增大。

基桩自身剪切变形对桩身内力位移和地基土压力影响较小，可以忽略。
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　　倾斜荷载下的基桩，不仅水平力产生剪切变形，

竖向力因转角产生径向剪切分力也将产生剪切变

形。桩顶支座大剪切变形下的犘 Δ 效应极显著，

不容忽略。目前，计入剪切变形的基桩犘 Δ 效应

计算的有杆单元法尚似未见报道。而弹簧、刚臂或

等效偏心弯矩均难实时模拟支座大剪切变形下的

犘 Δ效应。因此研究计入小剪切变形下的基桩

犘 Δ效应和大剪切变形下支座犘 Δ效应计算方法

具有实际意义。

目前基桩犘 Δ 效应计算分析方法较多，可分

为解析解法和有限元法两大类。线弹性土中基桩

犘 Δ效应静力计算解析解，主要有ｍ法假定的幂级

数解［１］，Ｃ法（张氏法）假定的解析解
［２３］，以及 （ｍｚ

＋Ｃ）法假定的幂级数解
［４］。随后栾鲁宝等［５］给出了

粘弹性土中考虑犘 Δ效应时基桩水平振动的解析

解答。赵明华等［６］提出应用有限元－有限层法进行

基桩犘 Δ 效应计算。在有限杆元法中，通过附加

几何刚度矩阵来考虑犘 Δ 效应。常用的杆单元几

何刚度矩阵为线性近似的几何刚度矩阵或一致几何

刚度矩阵。但因假定和推导过程差异，几何刚度矩

阵形式较多。王用中等［７］、赵明华等［８，１０］、夏拥军

等［９］均给出了不同形式的犘 Δ 效应杆单元刚度矩

阵方程。梁仁杰等［１１］提出用白噪声扫描的手段，结

合数值计算的方法，求解结构考虑 犘 Δ 效应时的

模态参数，并研究了犘 Δ 效应对结构动力特性影

响。李刚等［１２］应用有限杆单元法对结构犘 Δ 效应

动力分析，认为犘 Δ 效应将降低结构抗震能力。

耿江玮等［１３］对考虑材料非线性和犘 Δ效应的非规

则连续梁桥进行地震反应分析，魏标等［１４］重点研究

了支座布置对不等高墩非规则连续梁桥地震响应的

影响，张志俊等［１５］进行了弹性支座对桥梁车致振动

的隔振效果研究，以上学者均用弹簧或弹簧阻尼单

元模拟桥梁支座，忽略了支座的偏心弯矩效应。马

长飞等［１６］、刘彦辉等［１７］通过构造水平力偶代替支座

偏心弯矩，应用有限杆单元法对上下部结构和隔震

支座进行了地震反应分析，虽考了了支座偏心弯矩

效应，但求解较复杂，通用性不足。孟凡涛等［１８］综

合考虑剪切变形和梁柱节点连接半刚性影响的基础

上，给出了框架柱的抗侧移刚度公式，认为剪切变形

对框架结构的犘 Δ 效应影响显著，已超出工程上

可接受的５％的误差范围。

本文将假定杆单元剪切变形和弯曲变形的位移

模式，推导小剪切变形下的犘 Δ 效应杆单元刚度

方程，用以计算桩身剪切变形影响；推导大剪切变形

下的犘 Δ 效应的杆单元刚度方程，用以计算支座

大剪切变形下的犘 Δ效应。

１　计入剪切变形的犘 Δ效应杆单元

为推导计入了剪切变形和犘 Δ 效应的杆单元

刚度方程，假定弯曲变形产生的水平位移为三次幂

函数，剪切变形产生的水平位移为线性函数。

１．１　犘 Δ效应杆单元受力平衡微分方程

假定犘 Δ 效应杆单元为弹性体，单元受力如

图１所示。

图１　杆单元受力分析示意图

犉犻犵．１　犿犲犮犺犪狀犻犮狊犪狀犪犾狔狊犻狊狅犳犘 Δ犲犳犳犲犮狋犲犾犲犿犲狀狋

　

假定单元节点的弯矩逆时针方向为正，顺时针

方向为负；节点剪力、轴力方向与坐标轴方向相为

正。则根据材料力学原理，单元节点犻、犼的弯矩与

节点位移关系如下：

犕犻 ＝－犈犐
ｄ２狏犻
ｄ狕２

犕犼 ＝犈犐
ｄ２狏犼
ｄ狕

烅

烄

烆
２

（１）

式中：犕犻、狏犻、犕犼、狏犼分别为节点犻的弯矩、位移和节

点犼的弯矩和位移；狕为单元长度方向坐标；犈为计

算弹性模量。

对节点犻进行平衡弯矩分析，其弯矩平衡方

程为

（犕犻＋犕犼）＋犉犙犼（狕犼－狕犻）－犉犖犼（狏犼－狏犻）＝０（２）

对节点犼进行平衡弯矩分析，其弯矩平衡方程为

（犕犻＋犕犼）－犉犙犻（狕犼－狕犻）＋犉犖犻（狏犼－狏犻）＝０（３）

　　将式（１）代入式（２）得

犈犐
ｄ２狏犼
ｄ狕２

－犈犐
ｄ２狏犻
ｄ狕２

＋犉犙犼（狕犼－狕犻）－

犉犖犼（狏犼－狏犻）＝０ （４）
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　　将式（１）代入式（３）得

犈犐
ｄ２狏犼
ｄ狕２

－犈犐
ｄ２狏犻
ｄ狕２

－犉犙犻（狕犼－狕犻）＋

犉犖犻（狏犼－狏犻）＝０ （５）

　　设：ｄ犕 ＝ 犈犐
ｄ２狏犼
ｄ狕２

－犈犐
ｄ２狏犻
ｄ狕２
，ｄ狕 ＝狕犼－狕犻，

ｄ狏＝狏犼－狏犻，则式（３）可写成

ｄ犕
ｄ狕
－犉犖犼

ｄ狏
ｄ狕
＋犉犙犼 ＝０ （６）

ｄ犕
ｄ狕
＋犉犖犻

ｄ狏
ｄ狕
－犉犙犻 ＝０ （７）

１．２　剪切变形和弯曲变形位移模式

假定考虑剪切变形的杆单元水平位移模式为

狏＝狏ｂ＋狏狊 （８）

狏ｂ（狕）＝犪０＋犪１狕＋犪２狕
２
＋犪３狕

３ （９）

狏ｓ＝狏ｓＬ＋狏ｓＶ ＝犪４＋犪５狕 （１０）

式中：狏为单元总水平位移；狏ｂ 弯曲变形引起的水

平位移；狏ｓ为剪切变形引起的水平位移；狏ｓＬ 为水平

力剪切变形产生的水平位移；狏ｓＶ为竖向力径向剪切

分力剪切变形产生的水平位移。

则仅考虑弯曲变形时，单元犻节点（Ｚ＝０）和单

元犼节点（ｚ＝犾）的水平位移和转角如下：

狏ｂ（０）＝狏犻ｂ＝犪０

狏′犫（０）＝犻ｂ＝犪１

狏ｂ（犾）＝狏犼ｂ＝犪０＋犪１犾＋犪２犾
２
＋犪３犾

３

狏′ｂ（犾）＝犼ｂ＝犪１＋２犪２犾＋３犪３犾

烍

烌

烎
２

（１１）

式中：犾为单元长度；犪０、犪１、犪２、犪３ 为待定系数；狏犻ｂ、

狏犼ｂ、φ犻ｂ、φ犼ｂ为仅考虑弯曲变形时单元节点犻和ｊ的水

平位移和转角。

根据式（１１），可将犪０、犪１、犪２、犪３ 待定系数表达成

狏犻ｂ、φ犻ｂ、狏犼ｂ、φ犼ｂ的表达式为

犪０ ＝狏犻ｂ

犪１ ＝φ犻ｂ

犪２ ＝－
３

犾２
狏犻ｂ－

２

犾φ
犻ｂ＋

３

犾２
狏犼ｂ－

１

犾φ
犼ｂ

犪３ ＝
２

犾３
狏犻ｂ＋

１

犾２φ
犻ｂ－

２

犾３
狏犼ｂ＋

１

犾２φ
犼

烍

烌

烎
ｂ

（１２）

　　将式（１２）代入式（９），可得单元弯曲变形水平位

移函数为

狏ｂ（狕）＝［犖１，犖２，犖３，犖４］｛狏犻ｂ，φ犻ｂ，狏犼ｂ，φ犼ｂ｝
Ｔ

犖１＝
１

犾３
（２狕３－３狕

２犾＋犾
３），

犖２＝
１

犾３
（狕３犾－２狕

２犾２＋狕犾
３）

犖３＝
１

犾３
（－２狕

３
＋３狕

２犾），

犖４＝
１

犾３
（狕３犾－狕

２犾２

烍

烌

烎
）

（１３）

　　则仅考虑剪切变形时，单元犻节点（Ｚ＝０）和单

元犼节点（ｚ＝犾）的水平位移和转角为

狏ｓ（０）＝狏犻ｓ＝犪４

狏′ｓ（０）＝犻ｓ＝犪５

狏狊（犾）＝狏犼ｓ＝犪４＋犪５犾

狏′ｓ（犾）＝犼ｓ＝犪

烍

烌

烎５

（１４）

　　将式（１４）代入式（１０），则单元剪切变形水平位

移函数为

狏ｓ（狕）＝ ［犖５，犖６］｛狏犻ｓ，狏犼ｓ｝
Ｔ

犖５ ＝１－
狕
犾
，犖６ ＝

狕 烍

烌

烎犾

（１５）

　　依材料力学和图１假定，水平剪力、竖向力径向

剪切分力产生的剪切变形计算为

φ犻ｓ＝φ犼ｓ＝
狏犼ｓ－狏犻ｓ
犾

＝

－

犽犉Ｑ犻＋
狏犻－狏犼
犾
犉Ｎ（ ）犻

犌犃
＝

犽犉Ｑ犼＋
狏犻－狏犼
犾
犉Ｎ（ ）犼

犌犃

（１６）

φ犻ｓＬ ＝φ犼ｓＬ ＝
狏犼ｓＬ－狏犻ｓＬ
犾

＝－
犽犉Ｑ犻

犌犃
＝
犽犉Ｑ犼

犌犃
（１７）

φ犻ｓＶ ＝φ犼ｓＶ ＝
狏犼ｓＶ－狏犻ｓＶ
犾

＝

－

犽犉Ｎ犻

狏犻－狏犼
犾

犌犃
＝

犽犉Ｎ犼

狏犻－狏犼
犾

犌犃
（１８）

式中：犉犙 为单元剪力；犽为形状剪切系数，对矩形截

面取１．２，对圆形截面取１０／９，犌为计算剪切模量；

狏犻ｓＬ、狏犼ｓＬ、φ犻ｓＬ、φ犼ｓＬ 分别为水平力剪切变形在单元犻、犼

节点产生的水平位移和转角；狏犻ｓＶ、狏犼ｓＶ、φ犻ｓＶ、φ犼ｓＶ 分

别为竖向力径向剪切分力剪切变形在单元犻、犼节点

产生的水平位移和转角。

１．３　单元刚度矩阵方程

因剪切变形引起的转角在节点不连续，则

φ犻≠φ犻ｂ＋φ犻ｓ

φ犼≠φ犼ｂ＋φ犼ｓ

狏犼ｂ－狏犻ｂ＝犾（φ
犻ｂ＋φ犼ｂ）

烅

烄

烆 ２

（１９）

　　根据式（５）、式（８）和式（１０）可得

犈犐
ｄ３狏

ｄ狕３
＝犈犐

ｄ３狏ｂ
ｄ狕３

（２０）

　　则联合式（１）、（４）和式（１３），可得单元剪力为

犉Ｑ犻 ＝
ｄ犕犻
ｄ狕
＋犉Ｎ犻

ｄ狏犻
ｄ狕
＝犈犐

ｄ３狏犻ｂ
ｄ狕３

＋犉Ｎ犻
ｄ狏犻
ｄ狕

犉Ｑ犼 ＝－
ｄ犕犼
ｄ狕
＋犉Ｎ犼

ｄ狏犼
ｄ狕
＝－犈犐

ｄ３狏犼ｂ
ｄ狕３

＋犉犖犼
ｄ狏犼
ｄ

烅

烄

烆 狕

（２１）

或
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犉Ｑ犻 ＝
ｄ犕犻
ｄ狕
＋犉Ｎ犻

ｄ狏犻
ｄ狕
＝犈犐

ｄ３狏犻ｂ
ｄ狕３

＋犉Ｎ犻
狏犼－狏（ ）犻
犾

犉Ｑ犼 ＝－
ｄ犕犼
ｄ狕
－犉Ｎ犼

ｄ狏犼
ｄ狕
＝－犈犐

ｄ３狏犼ｂ
ｄ狕３

＋犉Ｎ犼
狏犼－狏（ ）犻

烅

烄

烆 犾

（２２）

　　将式（１３）代入式（２２）可得单元节点剪力为

犉Ｑ犻 ＝犈犐
１２

犾３
，６
犾２
，－１２
犾３
，６
犾［ ］２ 狏犻ｂ，φ犻ｂ，狏犼ｂ，φ犼｛ ｝ｂ

Ｔ
＋

犉Ｎ犻
狏犼－狏（ ）犻
犾

（２３）

犉Ｑ犼 ＝－犈犐
１２

犾３
，６
犾２
，－１２
犾３
，６
犾［ ］２ 狏犻ｂ，φ犻ｂ，狏犼ｂ，φ犼｛ ｝ｂ

Ｔ
＋

犉Ｎ犼
狏犼－狏（ ）犻
犾

（２４）

　　将式（１３）、（１９）代入式（１）可得单元节点弯矩为

犕犻＝－犈犐
ｄ２狏犻ｂ
ｄ狕２

＝

犈犐
６

犾２
，４
犾
，－６
犾２
，２［ ］犾 狏犻ｂ，φ犻ｂ，狏犼ｂ，φ犼｛ ｝ｂ

Ｔ （２５）

犕犼 ＝犈犐
ｄ２狏犻ｂ
ｄ狕２

＝

犈犐
６

犾２
，２
犾
，－６
犾２
，４［ ］犾 狏犻ｂ，φ犻ｂ，狏犼ｂ，φ犼｛ ｝ｂ

Ｔ （２６）

　　将式（１６）代入式（２３）可得计入剪切变形后单元

节点位移关系为

犌犃（狏犻ｓ－狏犼ｓ）

犽犾
－
狏犻－狏犼
犾
犉Ｎ犻 ＝

１２犈犐

犾３
（狏犻ｂ－狏犼ｂ）＋

６犈犐

犾２
（φ犻ｂ＋φ犼ｂ）－犉Ｎ犻

（狏犻－狏犼）

犾

狏犻－狏犼 ＝ （狏犻ｂ－狏犼ｂ）＋（狏犻ｓ－狏犼ｓ

烅

烄

烆 ）

（２７）

或

狏犻ｂ－狏犼ｂ＝
狏犻－狏犼
１＋犫

－
犫犾

２（１＋犫）
（φ犻ｂ＋φ犼ｂ）

犫＝
１２犽犈犐

犾２

烅

烄

烆 犌犃

（２８）

　　将式（１７）代入式（２３）可得仅计入水平力剪切变

形而忽略竖向力径向剪切分力剪切变形时的单元节

点位移关系如下：

狏犻ｂ－狏犼ｂ＝狏犻－狏犼－
犽犾犉Ｑ犻

犌犃

狏犻－狏犼 ＝ （狏犻犫－狏犼ｂ）＋（狏犻ｓＬ－狏犼ｓＬ
烅

烄

烆 ）

（２９）

　　由式（１８）可得仅计入竖向力径向剪切分力剪切

变形而忽略水平力剪切变形时的单元节点位移关系

如下：

狏犻ｓＶ－狏犼ｓＶ ＝
犽犉Ｎ犻

犌犃
（狏犻－狏犼）

狏犻－狏犼 ＝ （狏犻ｂ－狏犼ｂ）＋（狏犻ｓＶ－狏犼ｓＶ
烅

烄

烆 ）

（３０）

　　将式（２７）代入式（２３）可得同时计入水平力剪切

变形和竖向力径向剪切分力剪切变形时，单元节点

剪力、弯矩与节点总水平位移、弯曲变形引起的转角

之间关系为

犉Ｑ犻 ＝
１２犈犐

犾３（１＋犫）
－
犉Ｎ犻

［ ］犾
（狏犻－狏犼）＋

６犈犐

犾２（１＋犫）
（φ犻ｂ＋φ犼ｂ） （３１）

犉Ｑ犼 ＝－
１２犈犐

犾３（１＋犫）
－
犉Ｎ犻

［ ］犾
（狏犻－狏犼）－

６犈犐

犾２（１＋犫）
（φ犻ｂ＋φ犼ｂ） （３２）

犕犻＝
６犈犐

犾２（１＋犫）
（狏犻－狏犼）＋

犈犐（４＋犫）

犾（１＋犫）φ
犻ｂ＋

犈犐（２－犫）

犾（１＋犫）φ
犼ｂ （３３）

犕犼 ＝
６犈犐

犾２（１＋犫）
（狏犻－狏犼）＋

犈犐（２－犫）

犾（１＋犫）φ
犻ｂ＋

犈犐（４＋犫）

犾（１＋犫）φ
犼ｂ （３４）

　　整理式（３１）式（３４）可得考虑水平力剪切变形、

竖向力切向剪切变形时犘 Δ 效应杆单元刚度矩阵

方程为

犉ｅＱ犻

犕ｅ犻

犉ｅＱ犼

犕ｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

＝
１

１＋犫

１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ
犾
（１＋犫）

６犈犐

犾２
－
１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ
犾
（１＋犫）

６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
（４＋犫）犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
（２－犫）犈犐
犾

－
１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ
犾
（１＋犫） －

６犈犐

犾２
１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ
犾
（１＋犫） －

６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
＋

２－（ ）犫犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
（４＋犫）犈犐

熿

燀

燄

燅犾

狏犻

φ犻ｂ

狏犼

φ犼

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｂ

犉ｅＮ犻

犉ｅＮ
烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝

犈犃
犾

－
犈犃
犾

－
犈犃
犾

犈犃

熿

燀

燄

燅犾

狌犻

狌烅
烄

烆
烍
烌

烎

烍

烌

烎

犼

（３５）
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式中：犉ｅＮ犻、犉
ｅ
Ｑ犻、犕

ｅ
犻、犉

ｅ
Ｎ犼、犉

ｅ
Ｑ犼、犕

ｅ
犼 为单元节点内力；

犉犖 为单元内力，计算时可取节点犻的轴力；狏犻、狏犼、

φ犻ｂ、φ犼ｂ意义同前。

将式（２９）代入式（２３）可得仅计入水平力剪切变

形而忽略竖向力径向剪切分力剪切变形时，犘 Δ 效

应杆单元刚度矩阵方程式（３６）。

犉ｅＱ犻

犕ｅ犻

犉ｅＱ犼

犕ｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

＝
１

１＋犫

１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ
犾

６犈犐

犾２
－
１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ
犾

６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
＋
犫犉Ｎ

２

（４＋犫）犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
－
犫犉Ｎ

２

（２－犫）犈犐
犾

－
１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ
犾

－
６犈犐

犾２
１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ
犾

－
６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
＋
犫犉Ｎ

２

（２－犫）犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
－
犫犉Ｎ

２

（４＋犫）犈犐

熿

燀

燄

燅犾

狏犻

φ犻ｂ

狏犼

φ犼

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｂ

犉ｅＮ犻

犉ｅＮ
烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝

犈犃
犾

－
犈犃
犾

－
犈犃
犾

犈犃

熿

燀

燄

燅犾

狌犻

狌
烅
烄

烆
烍
烌

烎

烍

烌

烎

犼

（３６）

　　将式（３０）代入式（２３）可得仅计入竖向力径向剪

切分力剪切变形而忽略水平力剪切变形时，犘 Δ 效

应杆单元刚度矩阵方程式（３７）。

犉ｅＱ犻

犕ｅ犻

犉ｅＱ犼

犕ｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

＝

１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ
犾
（１＋犫）

６犈犐

犾２
－
１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ
犾
（１＋犫）

６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
－
犫犉Ｎ

２

４犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
＋
犫犉Ｎ

２

２犈犐
犾

－
１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ
犾
（１＋犫） －

６犈犐

犾２
１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ
犾
（１＋犫） －

６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
－
犫犉Ｎ

２

２犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
＋
犫犉Ｎ

２

４犈犐

熿

燀

燄

燅犾

狏犻

φ犻ｂ

狏犼

φ犼

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｂ

犉ｅＮ犻

犉ｅＮ
烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝

犈犃
犾

－
犈犃
犾

－
犈犃
犾

犈犃

熿

燀

燄

燅犾

狌犻

狌
烅
烄

烆
烍
烌

烎

烍

烌

烎

犼

（３７）

　　如将剪切刚度视为无穷大，则犫＝０，则可将式

（３５）～（３７）简化为不考虑剪切变形但考虑犘 Δ 效

应的单元刚度矩阵方程如式（３８）。可见，式（３８）中

的单元刚度矩阵即为梁单元刚度矩阵和几何刚度矩

阵之和。

犉ｅＱ犻

犕ｅ犻

犉ｅＱ犼

犕ｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

＝

１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ犻
犾

６犈犐

犾２
－
１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ犻
犾

６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
４犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
２犈犐
犾

－
１２犈犐

犾３
－
犉Ｎ犻
犾

－
６犈犐

犾２
１２犈犐

犾３
＋
犉Ｎ犻
犾

－
６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
２犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
４犈犐

熿

燀

燄

燅犾

狏犻

φ犻ｂ

狏犼

φ犼

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｂ

犉ｅＮ犻

犉ｅＮ
烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝

犈犃
犾

－
犈犃
犾

－
犈犃
犾

犈犃

熿

燀

燄

燅犾

狌犻

狌
烅
烄

烆
烍
烌

烎

烍

烌

烎

犼

（３８）

１．４　犘 Δ效应单刚矩阵中犉犖 变量求解

　　忽略犘 Δ效应和剪切变形影响的一般杆单元 刚度方程式（３９）。
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犉ｅＮ犻

犉ｅＱ犻

犕ｅ犻

犉ｅＮ犼

犉ｅＱ犼

犕ｅ

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

＝

犈犃
犾

０ ０ －
犈犃
犾

０ ０

０
１２犈犐

犾３
６犈犐

犾２
０ －

１２犈犐

犾３
６犈犐

犾２

０
６犈犐

犾２
４犈犐
犾

０ －
６犈犐

犾２
２犈犐
犾

－
犈犃
犾

０ ０
犈犃
犾

０ ０

０ －
１２犈犐

犾３
－
６犈犐

犾２
０

１２犈犐

犾３
－
６犈犐

犾２

０
６犈犐

犾２
２犈犐
犾

０ －
６犈犐

犾２
４犈犐

熿

燀

燄

燅犾

狌犻

狏犻

φ犻

狌犼

狏犼

φ

烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

（３９）

　　按忽略犘 Δ 效应的一般杆系有限元分析，即

求解得各单元节点的轴力犉犖（受压为负），实际计算

分析时可取ｍｉｎ（犉Ｎ犻，犉Ｎ犼）作为犘 Δ 效应杆单元刚

度矩阵的变量犉Ｎ。

１．５　考虑剪切变形时单元节点转角的计算

由式（３５）、式（３６）、式（３７）可知，考虑剪切变形

的犘 Δ 效应杆单元刚度矩阵方程中，节点转角仅

考虑了弯曲变形，并未计入剪切变形的影响。同时

考虑剪切变形和弯曲变形的节点转角计算式为

φ犻 ＝
０．５（狏犻＋１－狏犻－１）

犾
（４０）

φ犻 ＝
（狏犻＋１－狏犻）

犾
（４１）

φ＝
（狏犻－狏犻－１）

犾
（４２）

式中：φ犻为节点犻转角；狏犻－１狏犻、狏犻＋１ 分别为犻－１节

点、犻节点和犻＋１节点的位移，式（４０）应用于一般节

点，式（４１）或式（４２）适用于端节点。

１．６　单元内力求解

在小变形情况下，当已知节点位移时，可按式

（３５）～（３７）计算单元节点内力时，剪力结果未计入

竖向力径向剪切分力结果。如需在小变形情况下计

入竖向力径向剪切分力影响，在计入剪切变形影响、

仅计入水平力剪切变形影响、仅计入竖向力径向剪

切分力剪切变形影响时应分别按式（２６）、（２７）、

（２８）计算单元节点内力。

犉ｅＱ犻

犕ｅ犻

犉ｅＱ犼
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烅

烄

烆

烍

烌

烎犼

＝
１

１＋犫

１２犈犐

犾３
６犈犐

犾２
－
１２犈犐

犾３
６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
（４＋犫）犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
（２－犫）犈犐
犾

－
１２犈犐

犾３
－
６犈犐
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１２犈犐

犾３
－
６犈犐

犾２

６犈犐

犾２
（２－犫）犈犐
犾

－
６犈犐

犾２
（４＋犫）犈犐

熿

燀

燄

燅犾

狏犻

φ犻ｂ

狏犼
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烅

烄

烆

烍

烌
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犉ｅＮ犻

犉ｅＮ
烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝

犈犃
犾

－
犈犃
犾

－
犈犃
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（４３）
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犫犉Ｎ
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（４４）
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犾

－
６犈犐

犾２
＋
犫犉Ｎ

２

４犈犐

熿

燀

燄

燅犾

狏犻

φ犻ｂ
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烅

烄

烆

烍

烌

烎ｂ

犉ｅＮ犻

犉ｅＮ
烅
烄

烆
烍
烌

烎犼
＝

犈犃
犾

－
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犾
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燀

燄
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烄

烆
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烌

烎

烍

烌

烎
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（４５）

　　式（４３）～（４５）分别由式（３５）～（３７）演化而来，

主要是在反算单元节点剪力时已计入了小变形情况

下竖向力因倾角而产生的径向剪切分力。式（４３）～

（４５）的剪力项分别减去式（３５）～（３７）对应的剪力项

即可得竖向力因倾角而产生的径向剪切分力。

１．７　支座等大剪切变形构件犘 Δ效应计算

工程中大部分构件剪切变形影响很小而可以忽

略。但如支座等大剪切变形构件，竖向力产生的偏

心弯矩十分显著，而刚臂或弹簧均不能实时模拟支

座的偏心弯矩效应。支座发生大剪切变形时，本文

竖向力径向剪切分力近似计算公式不再适用。但是

仅计入水平力剪切变形时的犘 Δ 效应杆单元刚度

方程式（３６）却能很好地反映支座的工作性能，可以

很好地计入竖向力在因支座大剪切变形而产生的偏

心弯矩影响，即支座的犘 Δ效应。

２　支座犘 Δ效应算例一

某支座高犺＝０．３ｍ，直径犱＝８５０ｍｍ，剪切模

量犌＝２ＭＰａ，抗压弹性模量犈＝５０００ＭＰａ，竖向力

犉Ｎ＝１５０００ｋＮ，水平力犉Ｈ＝１８０ｋＮ。

支座受力如图２，支座顶水平位移由剪切变形

犞ｓ和弯曲变形犞ｍ 组成，但剪切变形远大于弯曲变

形，且与支座高度犺同数量级，为典型的大剪切变形

构件；支座底部总弯矩由竖向力偏心弯矩和水平力

矩组成，竖向力偏心弯矩往往极显著，且远大于水平

力矩。支座偏心受压后其竖向抗压刚度会随之变

化，其弯曲变形会出现一定的非线性，本文暂时忽略

此影响，并假定其抗压弹模不变。

本文中将支座划分为１０个杆单元，按仅计入水

平力剪切变形而忽略竖向力径向剪切分力剪切变形

图２　支座受力示意图

犉犻犵．２　犿犲犮犺犪狀犻犮狊犪狀犪犾狔狊犻狊狅犳犫犲犪狉犻狀犵
　

时，犘 Δ 效应杆单元刚度矩阵方程式 （２１），自编

Ｍａｔｌａｂ程序计算，支座单元节点水平位移、弯曲转

角、弯矩计算如下表１所示。可见支座底面偏心弯

矩占总弯矩的９３．６５％，水平力产生的弯矩仅占

６．３５％。偏心弯矩显著，不容忽略，在基桩内力位移

计算分析时应予以考虑。

表１　支座位移内力结果

犜犪犫犾犲１　犇犲犳狅狉犿犪狋犻狅狀犪狀犱犿狅犿犲狀狋狅犳犫犲犪狉犻狀犵犲犾犲犿犲狀狋

计算点距

支座顶面

距离／ｍｍ

节点水平

位移／ｍｍ

弯曲转角／

（１０－３）

总弯矩／

（ｋＮ·ｍ）

水平力产

生的弯矩／

（ｋＮ·ｍ）

０ ５３．０７ －０．９９６ ０．００ ０

３０ ４７．７５ －０．９８６ －８５．１５ ５．４

６０ ４２．４３ －０．９５６ －１７０．２９ １０．８

９０ ３７．１２ －０．９０６ －２５５．４１ １６．２

１２０ ３１．８１ －０．８３７ －３４０．５１ ２１．６

１５０ ２６．５０ －０．７４７ －４２５．５６ ２７

１８０ ２１．１９ －０．６３７ －５１０．５８ ３２．４

２１０ １５．８８ －０．５０８ －５９５．５４ ３７．８

２４０ １０．５８ －０．３５８ －６８０．４４ ４３．２

２７０ ５．２９ －０．１８９ －７６５．２６ ４８．６

３００ ０．００ ０．０００ ８５０．０１ ５４
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３　支座基桩共同作用算例二

某桥梁基桩［１，７，９］，冲刷线以上桩长３０．２１２ｍ，

其中犾１＝８．０１２ｍ，犱１＝１．８ｍ，犈１＝１．９３３３×１０
４

ＭＰａ；犾２＝２２．２ｍ，犱２＝２．２ｍ，犈２＝１．８×１０
４ ＭＰａ；

在冲刷线以下桩长犾３＝４２．８ｍ，犱３＝２．２ｍ，犈３＝

１．８×１０４ＭＰａ；地基比例系数犿＝１００００ｋＮ／ｍ３，竖

向荷载犉狕＝９１０２．２ｋＮ，水平荷载犉狓＝１６５ｋＮ。

设墩顶支座同算例一，且基桩剪切模型犌＝０．４犈。

支座基桩受力如图３，支座顶水平位移由基桩

水平位移犞ｐ和支座自身水平变形犞ｂ 组成；且二者

同数量级。基桩顶荷载除了上部结构传递的竖向力

犉Ｎ 和水平力犉Ｑ 外，还有竖向力因支座自身变形而

产生的偏心弯矩犉Ｎ·犞ｂ，因竖向力和支座变形均很

大，因此偏心弯矩不能忽略。

图３　支座基桩受力示意图

犉犻犵．３　犿犲犮犺犪狀犻犮狊犪狀犪犾狔狊犻狊狅犳犫犲犪狉犻狀犵犪狀犱狆犻犾犲

　

　　将支座划分了２个杆单元，其单元刚度矩阵方

程采用式（３６）；基桩划分了７３１个杆单元，在忽略和

计入桩身剪切变性影响情况下其单元刚度矩阵方程

分别采用 （３８）和式（３５）；并用自编 ＭＡＴＬＡＢ有限

元程序计算，结果如表２和图４。

表２　基桩和支座犘 Δ效应主要结果

犜犪犫犾犲２　犘 Δ犲犳犳犲犮狋犪狀犪犾狔狊犻狊狉犲狊狌犾狋狅犳狋犺犲狆犻犾犲犪狀犱犫犲犪狉犻狀犵

项目 文献［１］ 文献［９］ 本文１ 本文２ 本文３

不 计 犘 Δ

效应

考虑犘 Δ 效

应和桩自重

狓ｐ／ｍｍ １３４．０１９ １３３．９６ １３３．９５６

狓０／ｍｍ ６．４２６ ６．４１９ ６．４１９

狓ｚ／ｍｍ ２５７．９３１ ２５９．７４２

狓ｐ／ｍｍ １８２．１７ １８２．１５ １８２．１５９ ２０６．５８１ ２０８．３７６

φｐ（１０
－３） －７．７８４ －７．７８４６ －９．２２２ －９．２７３

狓０／ｍｍ ８．４３４ ８．４１８ ８．４１８３ ９．２４６ ９．３３１

ф０（１０
－３） －２．３２４ －２．３１９ －２．３１９３ －２．５５８ －２．５９６

犕ｍａｘ／（ｋＮ．ｍ） ６９１８．１ ６９１５．７ ６９１４．８ ７６６３．０ ７６８０．７

犙ｍａｘ／ｋＮ －９２３．３ －９１８．９ －１０１６．２ －１００６．４

犙ｐ／ｋＮ ２３５．８６ ２４８．９５ ２４９．５５

σｍａｘ（ｋＰａ） ９１．３５ ９９．９４ ９９．８４

注：表中狓ｐ为桩顶水平位移，狓ｚ为支座顶水平位移，φｐ为桩顶转角，狓０为地面处桩身位移，ф０ 为地面处桩身转角，犕ｍａｘ为桩身最

大弯矩，犙ｐ为桩顶修正剪力（计入了竖向力径向剪切分力），犙ｍａｘ为桩身最大剪力，为最大计算土压力。本文１解答未考虑剪

切变形和支座影响，本文２解答则计入了支座犘 Δ效应影响，３解答则计入了支座犘 Δ效应、桩身剪切变形影响。

　　由表１可知，在忽略桩身剪切变形的情况下，计

入支座偏心弯矩效应（即犘 Δ 效应）后，桩顶位移

和转角分别增加了１３．４１％和１８．４６％，地面处桩身

位移和转角分别增加了９．８３％和１０．２９％，桩身最

大弯矩和最大剪力分贝增加了１０．８２％和１０．５９％，

桩顶修正剪力增加了５．５５％，最大土压力增加了

９．４０％。进一步考虑桩身剪切变形影响后，桩顶位

移和转角分别增加了０．７０％和０．８７％，地面处桩身

位移和转角分别增加了０．５５％和０．９２％，桩身最大

弯矩和最大剪力分贝增加了１．４９％和０．２３％，桩顶

修正剪力增加了０．２４％，最大土压力增加了－

０．１０％。

因此，支座犘 Δ 效应对基桩内力位移影响显

著，应该考虑；而剪切变形对桩身内力位移影响极

小，则可忽略。

支座偏心弯矩效应也可以通过水平力作用在支

座的剪切变形乘以竖向力近似求得，并将此偏心弯

矩加载至基桩顶，即可在基桩犘 Δ 效应计算时等

效考虑支座的影响。但在上下部结构、支座和地基

共同作用时，支座的偏心弯矩效应很难用等效弯矩

９６第６期　　　　　　　　　　　　李微哲，等：剪切变形对基桩犘 Δ效应的影响



图４　支座和基桩犘 Δ效应的

内力位移分布图（忽略桩身剪切变形影响）
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进行实时模拟。因此，提出的计入水平力剪切变形

时的犘 Δ效应杆单元刚度方程式（３５）能很好地反

映支座的偏心工作特性，为上下部结构共同作用的

关键衔接构件———支座提供了理论支撑。

４　结论

假定杆单元位弯曲变形移函数为三次幂函数，

剪切变形位移函数为线性函数，根据有限元一般原

理，导出了考虑了犘 Δ 效应、水平力剪切变形、竖

向力径向剪切分力剪切变形的杆单元的刚度方程，

通过算例分析，主要结论如下：

１）推导了同时考虑水平力剪切变形、竖向力径

向剪切分力剪切变形和犘 Δ 效应的杆单元刚度矩

阵方程；推导了仅计入水平力剪切变形而忽略竖向

力径向剪切分力剪切变形时的犘 Δ 效应杆单元刚

度矩阵方程；推导了仅计入竖向力径向剪切分力剪

切变形而忽略水平力剪切变形时的犘 Δ 效应杆单

元刚度矩阵方程，进一步完善了犘 Δ 效应杆单元

理论。

２）仅计入水平力剪切变形而忽略竖向力径向剪

切分力剪切变形时的犘 Δ 效应杆单元能很好地反

映支座大剪切变形的偏心工作特性，为上下部结构

共同作用动静力分析的关键衔接构件———支座提供

了理论支撑。

３）支座和基桩共同作用的犘 Δ 效应分析表

明，在水平力作用下，支座大剪切变形下的犘 Δ 效

应将使基桩内力位移和桩侧土压力显著增大，并进

一步削弱支座和墩台综合水平刚度，基桩犘 Δ 效

应分析、墩台水平力分配时应予以考虑。

４）基桩自身剪切变形对基桩犘 Δ 效应影响极

小，可以忽略。
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