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水平弹性支撑抛物线拱在均布荷载与热载
荷作用下的屈曲特性
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摘　要：分析了水平弹性支撑抛物线拱在均布荷载与热负荷共同作用下的屈曲特性，通过变分原理

推导了弹性支撑抛物线拱的非线性平衡方程，得到了外荷载与径向位移和轴力的关系，用数值法分

析了弹性支撑抛物线拱在均布荷载与热负荷共同作用下屈曲特性。

关键词：抛物线拱；面内屈曲；弹性支撑；热负荷

中图分类号：ＴＵ３９９　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１６７４４７６４（２０１６）Ｓ２００２１０３

收稿日期：２０１６０６０８

作者简介：刘辉（１９８８），男，硕士，主要从事结构动力学研究，（Ｅｍａｉｌ）９４２１８７３２１＠ｑｑ．ｃｏｍ。

犜犺犲犫狌犮犽犻狀犵狅犳狆犪狉犪犫狅犾犻犮犪狉犮犺犲狊狌狀犱犲狉狌狀犻犳狅狉犿犾狅犪犱犪狀犱狋犺犲狉犿犪犾

犾狅犪犱犻狀犵狑犻狋犺犺狅狉犻狕狅狀狋犪犾犲犾犪狊狋犻犮狊狌狆狆狅狉狋

犔犻狌犎狌犻，犕犪犡犻狀犵，犢犪狀犇狅狀犵，犅犻犪狀犇犲狀犵狆犲狀犵，犆犺犲狀犵犢犻犳犲犻
（ＳｈａａｎｘｉＰｒｏｖｉｎｃｉａｌＬａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎＧｒｏｕｐ，Ｘｉ’ａｎ７１００４８，Ｐ．Ｒ．Ｃｈｉｎａ）

犃犫狊狋狉犪犮狋：ＴｈｉｓｐａｐｅｒｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｂｕｃｋｉｎｇｏｆｐａｒａｂｏｌｉｃａｒｃｈｅｓｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍＬｏａｄａｎｄＴｈｅｒｍａｌＬｏａｄｉｎｇ

ｗｉｔｈｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔ，Ｔｈｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔｐａｒａｂｏｌｉｃａｒｃｈｅｓａｒｅ

ｄｅｄｕｃｅｄｆｒｏｍｔｈｅｖａｒｉａｔｉｏｎｐｒｉｎｃｉｐｌｅｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ａｎｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｅｘｔｅｒｎａｌｌｏａｄａｎｄｒａｄｉａｌ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ，ａｘｉａｌｆｏｒｃｅｓａｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ；ｕｓｉｎｇｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄａｎａｌｙｚｅｄｔｈｅｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔ

Ｐａｒａｂｏｌｉｃａｒｃｈｂｕｃｋｌｉｎｇｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｕｎｄｅｒｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｌｏａｄａｎｄｔｈｅｒｍａｌｌｏａｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊：ｐａｒａｂｏｌｉｃａｒｃｈｅｓ；ｉｎｐｌａｎｅｂｕｃｋｌｉｎｇ；ｅｌａｓｔｉｃｓｕｐｐｏｒｔ；ｔｈｅｒｍａｌｌｏａｄｉｎｇ

　　拱结构以其良好的受力特性，在土木!

机械和

航天航空工程中有着广泛的应用。国内外学者对拱

结构展开了大量的研究。Ｓｃｈｒｅｙｅｒ和 Ｍａｓｕｒ通过

解析法对浅拱的屈曲特性进行了分析；Ｌｅｅ和

Ｍｕｒｐｈｙ则用数值法对浅拱的面内弹塑性屈曲特性

进行了分析。卫星等探讨了矢跨比
!

拱轴线形
!

边

界条件和荷载形式等参数对拱结构考虑二阶效应时

弹性屈曲特性的影响；程鹏和童根树对径向均布荷

载下圆弧拱的面内屈曲特性研究进行了综述；韩强

等人从非线性动力学角度研究了动力冲击荷载作用

下弹性浅拱的跳跃屈曲；拱结构的理论研究的工程

实践均表明，不同的拱结构形式以及深浅程度将会

对拱结构的承载能力有不同程度的影响，另外，实际

工程中拱的边界条件在某些情况下不能简单的视为

铰支或者固支。比如，柔性系杆拱桥存在于推力平

衡的系杆张拉力，它的力学模型可以抽象为弹性支

撑拱。同时研究也表明，矢跨比较小时，圆弧拱与其

他线形拱的面内稳定系数相差很小；矢跨比加大时，

通过圆弧拱的分析可以更好的研究其他拱的稳定

性。本文作者以水平弹性支撑的抛物线拱为研究对

象，通过变分原理以及数值法来分析在热负荷作用

下弹性支撑等因素对抛物线拱的面内屈曲特性的

影响。
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式中：犳为拱的失径；犔为拱的跨径；犚为抛物线拱



的焦点半径。

横断面上任意点Ｐ的应变以及薄膜应变和ε犿

弯曲应变
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式中：珔狏＝狏／犚，珡狑＝狑／犚，θ为任意点开口角。狏和狑

为任意点犘 沿狅狔，狅狕方向的位移。

图１　水平弹性支撑抛物线拱

　

由拱的变形理论可知：ε为任意一点犘 的纵向

正应变，（）′＝ｄ（）／ｄθ，（）″＝ｄ
２（）／ｄθ

２ ，犽１和犽２分

别为俩端弹性支撑刚度，狔为犘 在截面上的竖向坐

标。其中１／２（狏′）２ 是考虑几何非线性的部分。

对于浅拱，由热弹性力学定律可知当温度为ΔΤ

时它的纵向正应力σ为

σ＝犈（ε－αΔΤ） （３）

　　用虚功方程研究浅拱面内弹性屈曲，并且考虑

拱屈曲前弯曲位移和非线性的的影响，由虚功原理

可以得出拱平面内非线性平衡方程
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式中：狑－犔／２和狑犔／２分别是狕＝±犔／２处的位移。

把式（２），（３）代入式（４）可得出
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式中：α狏－θ为拱实际的轴向压力；犕 为拱的弯矩。
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　 对式（５）进行一阶变分并采用分部积分可得到径

向和轴向的平衡方程
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　　对应的边界条件为

珡狑＝０，θ＝±Θ （１０）

珔狏＝珔狏′＝珔狏″＝０，θ＝±Θ （１１）

　　定义的无量纲轴向力参数为
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　　定义的无量纲荷载参数为
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　　把式（７）代入式（９）可得到垂直方向的平衡方

程为
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　　将式（２）、（６）代入式（８）可得到轴向的方程为

犃犈（珡狑″－珔狏′＋珔狏′珔狏″）＝０ （１５）

２　弹性支撑圆弧拱的稳定性

２．１　非线性平衡方程

由式（１４）可以得到满足边界条件犽狏θ 的垂直方

向的位移犽狏－θ为
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　　把式（１６）代入式（１５），则轴向平衡方程变为

珡狑″－
珔狇

μ
μθ－

ｓｉｎ（μθ）

ｃｏｓ（μΘ（ ））＋
珔狇
２

μ
μθ－

ｓｉｎ（μθ）

ｃｏｓ（μΘ（ ）） １－
ｃｏｓ（μθ）

ｃｏｓ（μΘ（ ））＝０ （１７）

　　解方程（１７）并结合边界条件（１０）和（１１）可以

得出
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　　把式（２），（１６）（１８）分别代入式（６）可以得到浅

拱水平弹性支撑的非线性平衡方程
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　　拱的长细比μ以及横截面的回转半径为可以表

示为

λ＝
犚Θ
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π
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为相应的二阶侧倾稳定荷载。

３　算例分析

通过算例分析水平弹性支撑抛物线拱在热负荷

作用下面内屈曲特性，其中，犔＝犚＝６ｍ，狉狓＝０．１０８

ｍ，犃＝０．００５４ｍ２，λ＝６。

图２　拱中央无量纲位移与无量纲荷载的变化曲线

图３　无量纲荷载与轴力参数的变化曲线

　

４　结论

基于变分原理和数值法分析了水平弹性支撑抛

物线拱在热负荷作用下的平面内稳定性。研究结果

表明，弹性支撑对抛物线拱的屈曲路径以及临界值荷

载有显著的影响，同时在热负荷作用下会使得拱产生

内部应力，产生的应力会影响拱的屈曲特性，表明热

负荷作用下同样会影响拱的屈曲路径以及屈曲特性。
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