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摘　要：土 水特征曲线（ＳＷＣＣ）用于描述非饱和土中含水量与基质吸力的关系，在非饱和土力学

中具有重要的作用。在ＳＷＣＣ拟合模型中有多个拟合参数，各值通过实验方法获得且具有很大的

不确定性。采用贝叶斯理论对拟合参数的不确定性进行分析，将ＳＷＣＣ拟合参数作为随机变量，

采用ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ模型拟合花岗岩残积土的土 水特征曲线试验数据。以马尔可夫链蒙特卡罗

方法的延迟拒绝适应性算法获得模型参数后验分布抽样，获得了不同置信区间的ＳＷＣＣ及其对应

参数值。
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　　土 水特征曲线（ＳＷＣＣ）描述土中含水量或饱

和度与基质吸力之间的关系，可以用来预测非饱和

土中的渗透系数、抗剪强度、体积变化等［１３］。由于

每个测量点需要长时间去使基质吸力平衡，土 水特

征曲线试验耗时很长。通常只能在有限的数据的基

础上对土 水特征曲线进行拟合。为了有效地预测

土 水特征曲线，不同的土 水特征曲线的拟合方法

和模型被提出。土 水特征曲线广泛应用到非饱和

土工程的数值分析中，ＳＷＣＣ拟合参数输入的可靠

性直接影响着数值结果的正确性。

由于土 水特征曲线受影响因素很多，土的种

类、试验方法、环境因素等都会使土 水特征存在明

显的差异性。土 水特征曲线的试验数据与拟合参

数也就具有明显的不确定性。Ｐｈｏｏｎ等
［４］采用四项

Ｈｅｒｍｉｔｅ展开式对砂土的土 水特征曲线进行概率

分析。谭晓慧等［５］、徐全等［６］分别对 ＵＮＳＯＤＡ数

据库的非饱和土、合肥非饱和土的土 水特征曲线进

行了概率和敏感性分析。为了分析模型参数不确定

性，拟合参数可以作为随机变量［７］。土 水特征曲线

的计算模型参数不易确定，该模型的预测精度严重

影响边坡稳定性分析的可靠性。

目前，在岩土工程随机分析中，贝叶斯方法主要

用于土的抗剪强度［８］、渗流参数［９］、固结系数［１０］等

问题的分析中。利用实测土 水特征曲线试验数据

进行拟合参数的贝叶斯更新分析还不足。本文基于

贝叶斯理论分析花岗岩残积土土 水特征曲线拟合

参数的不确定性，根据试验测得的土 水特征曲线数

据获得了 ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ模型拟合参数的后验分

布。采用马尔可夫链蒙特卡罗方法的延迟拒绝自适

应算法进行参数后验分布抽样，分析土 水特征曲线

置信区间，对模型参数的不确定性进行分析。

１　土 水特征曲线

对于土 水特征曲线的研究，学者们提出了多种

不同的土 水特征曲线模型用于预测基质吸力与含

水率或饱和度的关系，土中的土 水相互作用较为复

杂，且多为经验模型。本文采用 ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ
［１１］

提出 的 土 水 特 征 曲 线 模 型 进 行 分 析，Ｖａｎ

Ｇｅｎｕｃｈｔｅｎ（ＶＧ）模型表达式为

θｗ ＝θｒ＋（θｓ－θｒ）犛 （１）

犛＝
１

［１＋（犪ψ）
狀］（１－狀

－１）
（２）

式中：θｗ 为土体的体积含水率；θｓ为饱和含水率；θｒ

为残余含水率；犛为饱和度；ψ为土体的基质吸力；

犪、狀为曲线拟合参数，犪与进气值相关参数；狀为当

基质吸力超过进气值时土中水流出率相关参数。

２　贝叶斯方法

贝叶斯理论非常适合应用分析岩土工程问题，

尤其在只能获得有限数据的情况。该理论认为任一

未知参数均可以看作成随机变量，且具有不确定性，

可以用概率分布来描述。贝叶斯公式可以表示为

狆（ζ狘犇）＝
狆（犇狘ζ）狆（ζ）

狆（犇）
（３）

式中：狆（ζ）为参数先验概率；狆（ζ狘犇）为似然函数，

体现模型输出与观测数据的似然度；犘（ζ狘犇）为参

数后验分布；狆（犇）为概率密度函数归化常数；ζ是

不确定输入参数矢量。

根据选定的土 水特征曲线拟合模型，拟合参数

的不确定性可以通过贝叶斯理论估计，将拟合参数

看成随机变量ζ。考虑到模型自身和参数的不确定

性以及观测误差，真实值与模型预测值之间存在差

值，其可以用一个误差参数ε来定义，用ε来代表其

不确定性。

犛ｍ ＝犛（ζ）＋ε （４）

式中：犛ｍ 是测量饱和度；犛（ζ）为计算模型的预测饱

和度；ε代表模型误差和测量误差。

假设ε符合正态分布，则ε的概率密度函数为

犺（ε）＝
１

２槡πσε
ｅｘｐ －

（ε－με）
２

２σ
２（ ）ε

（５）

式中：με为ε均值，本文取με＝０；σ
２
ε 为ε方差。

假设拟合参数ζ＝ ［犪，狀］满足已知的先验分布

狆（ζ），根据贝叶斯公式，则在数组犇 中的拟合参数

更新后验分布可以表示为［１２１３］

狆（ζ狘犇）＝

犮０狆（ζ）（２π）
－犖
２σ

－犖
ε ｅｘｐ －

犖

２σ
２
ε

犑犵（ζ狘犇［ ］） （６）

式中：犮０ 为归化常数；犖 为测量记录点数；狆（ζ）为

模型参数的先验分布，代表主观判断；犑ｇ（ζ狘犇）可
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以表示为拟合优度。

犑ｇ（ζ狘犇）＝
１

犖
犖

狀＝１

［犛ｍ（犻）－犛（ψ；ζ）］
２ （７）

式中：犛ｍ（犻）第犻个测量点的饱和度；犛（ψ；ζ）相对

应模型参数所得到饱和度输出值。

土 水特征曲线拟合参数的最优值ζ^可以通过

函数拟合优度最小的方法获得，也就是后验密度函

数最大时，最优值所对应的误差方差等于拟合优度

最小值，即

σ^
２
ε ＝ｍｉｎ犑ｇ（ζ狘犇）＝犑ｇ（^ζ狘犇） （８）

　　由于土 水特征曲线拟合参数值具有非负性，选

取拟合参数ζ的先验分布为对数分布
［１４］。假定拟合

参数之间非相关，则参数的先验分布的表达式为

狆（ζ）＝∏
犿

犻＝１

１

２槡πζ犻σｌｎζ犻
ｅｘｐ －

１

２

ｌｎ（ζ犻）－μｌｎζ犻
σｌｎζ（ ）

犻
［ ］

２

（９）

式中：犿为随机变量的个数；μｌｎζ犻 和σｌｎζ犻 分别为随机

变量对数均值和标准差。

σｌｎζ犻 ＝ ｌｎ１＋
σζ犻

μζ
（ ）

犻
［ ］槡

２

（１０）

μｌｎζ犻 ＝ｌｎμζ犻 －
１

２
σ
２
ｌｎζ犻

（１１）

３　土 水特征曲线试验数据

采用ＧＥＯＥｘｐｅｒｔｓ应力相关的土 水特征曲线

压力仪测得花岗岩残积土土样的土 水特征曲线数

据。该设备通过增加或减小基质吸力，实现土样的

脱湿和吸湿过程，利用高进气值陶土板能够在空气

和水之间起隔膜作用的特点，可测量不同吸力范围

的土 水特征曲线。试验土样样本采集于江西省赣

州市于都县金桥村附近的崩岗区，其物理性质指标

为：比重２．７３、液限４０．０％、塑限２７．５％、塑性指

数１２．５、最大干密度１．７６ｇ／ｃｍ
３。将通过２ｍｍ

孔径筛的土样制成干密度为１．４５、１．５０、１．５５、

１．６５ｇ／ｃｍ
３ 的试样；将分别通过０．５、１、２ｍｍ孔径

筛的土样制成干密度为１．６０ｇ／ｃｍ
３ 试样，对不同

干密度和不同颗粒粒径大小的试样进行土 水特征

曲线试验。本文使用数据来源于上述七个土样的

土 水特征曲线试验数据。试验均采用重塑真空抽

气饱和土样，所有土样进行一次脱湿试验，基质吸

力施加值为０、５、２５、５０、１００、２００、３００、４００ｋＰａ。

具体试验过程限于文章篇幅不再展开，试验所得的

各土样饱和度与基质吸力关系数据如图１中数据

点所示。

图１　最优土 水特征曲线与实测数据

犉犻犵．１　犛犠犆犆狅犳狅狆狋犻犿犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犪狀犱犾犪犫狅狉犪狋狅狉狔犱犪狋犪

　

４　不确定性估计

基于ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ拟合模型和前述方法，选

取上述花岗岩残积土土 水特征试验所测数据点进

行贝叶斯分析，所得的土 水特征曲线模型拟合参数

的最优值及相应的其他值如表１所示。最优值所对

应的土 水特征曲线及土 水特征曲线测量数据点如

图１所示。图２为土 水特征曲线模型拟合参数犪、狀

的后验分布，分布的峰值点对应值 （^犪＝０．０１６６，

狀^＝１．２９６７）即为参数犪、狀的最优值。

表１　模型拟合参数的后验分布统计值

犜犪犫犾犲１　犛狌犿犿犪狉狔狅犳狊狋犪狋犻狊狋犻犮狊狅犳狆狅狊狋犲狉犻狅狉犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狊

犪^ μ犪 σ犪 狀^ μ狀 σ狀 σ^２ε

０．０１６６０．０１６７８×１０－７１．２９６４１．２９６７１．０×１０－４ ０．００２６

图２　参数的后验分布

犉犻犵．２　犘狅狊狋犲狉犻狅狉狆狉狅犫犪犫犻犾犻狋狔犱犲狀狊犻狋狔
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５　马尔可夫链蒙特卡罗方法

当给定先验分布时，参数可以通过贝叶斯理论

进行更新，对于输入参数的后验分布通常不能取得

理论值，这时，后验分布就需通过随机的方法产生随

机样本。马尔可夫链蒙特卡罗抽样方法可以很好地

解决这个问题，实现复杂模型贝叶斯公式的数值计

算。ＭＣＭＣ方法的基本思想是建立一个进行抽样

的马尔可夫链，并最终趋于一个稳定分析，通过马尔

可夫链获得后验分布的随机样本，再利用蒙特卡罗

法求相关值，如期望值、最大后验分布概率、置信区

间等。这个方法目前常用于后验分布抽样，也可应

用于非线性、参数高维、参数高度相关的模型分析，

并可以获得足够多的样本［１０，１６］，还并能有效处理大

量的随机参数，且不依赖于先验分布。ＭＣＭＣ采用

的 算 法 有 适 应 性 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ 算 法 （Ａｄａｐｉｖｅ

ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ）、延迟拒绝算法（Ｄｅｌａｙｅｄｒｅｊｅｃｔｉｏｎ）、延

迟拒 绝 适 应 性 算 法 （ｄｅｌａｙｅｄｒｅｊｅｃｔｉｏｎａｄａｐｔｉｖｅ

ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＤＲＡＭ）等。本文采用延迟

拒绝适应性算法（ＤＲＡＭ）
［１５］，其稳定收敛速度快，

适应用性强，即使目标分布偏离高斯分布很大时，

ＤＲＡＭ也能够获得好的抽样结果，目前，该算法在

岩土工程领域应用较少。ＤＲＡＭ 算法结合了延迟

拒绝算法和适应性 Ｍｅｒｔｏｐｏｌｉｓ算法的优点，在抽样

过程中根据前面所得的抽样结果不断更新提议协方

差，使其不断逼近目标分布函数。

犆犻＝
犆０ 犻≤犻０

狊犱ｃｏｖ（ζ０，…，ζ犻－１）＋狊犱δ犐犱 犻＞犻
烅
烄

烆 ０

（１２）

式中：犆０ 为初始协方差；狊犱 为取决于空间维数的缩

放因子，狊犱 ＝
２．４２

犱
［１７］；ｃｏｖ（ζ０，…，ζ犻－１）为样本协方

差矩阵；犐犱 代表犱维单位矩阵；δ代表小常数，保证

犆犻为非奇异矩阵。

协方差矩阵表达式为

ｃｏｖ（ζ０，…，ζ犽）＝
１

犽
（
犽

犻＝１

ζ犻ζ
Ｔ
犻 －（犽＋１）珔ζ犽珔ζ

Ｔ
犽）

（１３）

式中：珔ζ犽 ＝
１

犽＋１
犽

犻＝０

ζ犻。

对于犻＞犻０ ，将式（１３）代入式（１２），协方差满足

递归方程，即

犆狀＋１ ＝
狀－１
狀
犆狀＋

狊犱
狀
（狀珔ζ狀－１珔ζ

Ｔ
狀－１－

（狀＋１）珔ζ狀珔ζ
Ｔ
狀 ＋ζ狀ζ

Ｔ
狀 ＋ε犐犱） （１４）

　　提出初始参数值ζ０，如果ζ
（１）
犻 被接受，此次接受

概率公式为

α１（ζ犻－１，ζ
（１）
犻 ）＝ｍｉｎ１，

狆（θ
（１）
犻 狘犇）狇１（ζ

（１）
犻 ，ζ犻－１）

狆（ζ犻－１狘犇）狇１（ζ犻－１，ζ
（１）
犻｛ ｝）
（１５）

式中：狇１ 为第１次形成的分布。

如果ζ
（１）
犻 被拒绝，根据当前值第２次迭代继续，

提议第２次分布狇２，其接受概率为

α２（ζ犻－１，ζ
（２）
犻 ）＝ｍｉｎ

１，
狆（ζ

（２）
犻 狘犇）狇１（ζ

（２）
犻 ，ζ

（１）
犻 ）狇２（ζ

（２）
犻 ，ζ

（１）
犻 ，ζ犻－１）

狆（ζ犻－１狘犇）狇１（ζ犻－１，ζ
（１）
犻 ）狇２（ζ犻－１，ζ

（１）
犻 ，ζ

（２）
犻 ）

×
［１－α１（ζ

（２）
犻 ，ζ

（１）
犻 ）］

［１－α１（ζ犻－１，ζ
（１）
犻

烅

烄

烆

烍

烌

烎）］

（１６）

式中：狇２ 是第２次形成的分布。

这个程序可以不断地迭代进行，直至获得足够

的抽样样本。

６　置信区间分析

基于 ＭＣＭＣ的土 水特征曲线置信区间分析计

算具体步骤：

１）确定土 水特征曲线拟合参数向量ζ的先验

分布狆（ζ），假定随机变量的先验分布为独立对数分

布，犪均值和标准差分别为０．０５和０．０５；狀均值和

标准差分别为１．５和０．３；

２）根据土 水特征曲线实测数据点确定似然函

数狆（犇狘ζ）；

３）以后验概率密度函数犘（ζ狘犇）为目标函数，

采用延迟拒绝适应性算法获得随机样本；

４）删除收敛前的参数样本，将收敛后的样本作

为后验概率密度函数的样本；

５）计算后验分布的置信区间。

考虑土 水特征曲线拟合参数的不确定性，不同

置信区间所对应的水 土特征曲线和相应拟合参数

可以用前述方法获得。通过 ＭＣＭＣ方法，在分布空

间取样，对样本点建立迭代条件，抽取收敛于后验分

布函数的样本，获得符合 ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ模型的

２００００个土 水特征曲线样本。图３为产生参数犪、狀

随机变量样本的时程变化图。

去掉收敛前的３０００个样本，将剩余的１７０００

个样本作为后验分布样本，即生成了１７０００组模型

参数 ［犪，狀］。所以，对于一个给定的基质吸力，有
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图３　随机样本的时程变化图

犉犻犵．３　犈狏狅犾狌狋犻狅狀狆狉狅犮犲狊狊犲狊狅犳狉犪狀犱狅犿狊犪犿狆犾犲狊

　

１７０００个相应的饱和度。通过对这１７０００个饱和度

重新排列，可以获得不同置信度的土 水特征曲线和

相关拟合参数。各置信度对应的拟合参数值如表２

所示。土 水特征曲线的拟合参数犪的置信区间范

围［０．００９３，０．０３６１］，狀的置信区间范围［１．１９１９，

１．４４７２］，所得的参数可用于分析非饱和土工程的

可靠度分析。百分点可用来表征拟合参数的置信区

间，如５０％置信区间为［２５百分点，７５百分点］，

７５％置信区间为［１２．５百分点，８７．５百分点］。不同

置信区间对应的土 水特征曲线如图４所示，图中给

定了不同置信区间的上下限。

表２　不同置信度百分点的拟合参数值

犜犪犫犾犲２　犉犻狋狋犻狀犵狆犪狉犪犿犲狋犲狉犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋

狆犲狉犮犲狀狋犻犾犲狊狅犳犛犠犆犆狊犪犿狆犾犲狊

百分点 犪 狀

２．５ ０．０３６１ １．４４７２

５ ０．０３２１ １．４１６７

１２．５ ０．０２７１ １．３７５９

２５ ０．０２２６ １．３３４７

７５ ０．０１３８ １．２４７１

８７．５ ０．０１１７ １．２２３５

９５ ０．０１０３ １．２０３０

９７．５ ０．００９３ １．１９１９

图４　土 水特征曲线的置信区间

犉犻犵．４　犆狅狀犳犻犱犲狀犮犲犻狀狋犲狉狏犪犾狊狅犳犛犠犆犆

　

７　结论

根据贝叶斯理论框架，采用最大似然法，获得花

岗岩残积土土 水特征曲线的最优值。建立了基于

延迟拒绝自适应（ＤＲＡＭ）算法的土 水特征曲线参

数估计方法，该算法具有很好的鲁棒性和灵活性。

通过对模型参数后验分布抽样，采用后验分布的稳

态随机样本可以对土 水特征曲线的某一置信水平

的区间进行预测。融合马尔可夫链蒙特卡罗方法为

岩土工程中各类模型参数优选和不确定性分析提供

有效手段。

（致谢：感谢澳大利亚纽卡斯尔大学黄劲松教授

对本文的指导和帮助。）
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