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水平荷载作用下单桩的虚拟桩解法及参数
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摘　要：根据 Ｍｕｋｉ＆Ｓｔｅｒｎｂｅｒｇ的虚拟桩方法，将水平荷载作用下单桩的问题分解为弹性半空间

扩展土和一根虚拟桩的叠加，其中虚拟桩的弹性模量等于桩的弹性模量与土的弹性模量之差。基

于水平位移协调条件推导出求解桩 土间相互作用所需要的第二类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，通过广义

胡可定律推导出该积分方程间断点的显式解，从而提高了Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的数值计算精度并简

化了计算程序的编写，根据 Ｍｉｎｄｌｉｎ解推导出位移影响函数，简化了位移函数的推导过程。参数分

析表明，桩土弹性模量比对单位水平力作用下桩身最大弯矩的位置有明显的影响，随着桩刚度的增

加，桩身最大弯矩的位置随之加深。
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　　随着国民经济的发展，建设了大量的高层建筑、

桥梁和海上平台，桩基是这些工程结构基础的主要

形式。但已有的研究成果主要集中在桩基承受竖向

荷载时的工作性能，而对水平向荷载作用下桩基的



工作研究相对要少一些。桩基除了受到竖向荷载以

外，还受到来自水平方向的荷载，如由于结构物自重

和使用荷载的偏心而产生的弯矩；交通工具制动时

产生的水平力和弯矩；风、波浪、潮水等产生的水平

力和弯矩。

近年来，不少学者对水平荷载作用下单桩和群

桩进行了研究，Ｊｉａｎｇ等
［１］、Ｊｅｏｎｇ等

［２］和Ｓｕ等
［３］采

用荷载 位移曲线（狆狔曲线法）研究桩土相互作用，

Ｃｏｎｔｅ等
［４］和Ｓáｎｃｈｅｚ等

［５］采用有限单元法研究桩

与土相互作用，土为弹性连续体，桩为弹性梁。Ｋｉｍ

等［６］、Ｇｅｏｒｇｉａｄｉｓ等
［７］和Ｋａｖｉｔｈａ等

［８］采用有限单元

和狆狔曲线相结合的方法研究水平荷载作用下桩的

工程性状。有限单元法克服了狆狔曲线法只能用不

连续的地基反力系数这一模型参数来描述土体变形

性质的缺点，但有限单元法由于计算量大而不适用

于大规模群桩的计算。

弹性理论法通过引入弹性模量和泊松比这两个

土体的基本参数把地基土体视为弹性连续体。

Ｓｐｉｌｌｅｒｓ等
［９］利用弹性理论法对水平荷载作用下的

单桩进行了研究。Ｐｏｕｌｏｓ
［１０１２］也根据弹性理论法分

别对水平受荷单桩、群桩、嵌岩桩进行了研究。

Ｐｏｕｌｏｓ假定三维的桩通过高度为桩长，宽度为桩宽

的二维矩形截面与土相互作用，按照梁的弯曲理论

进行计算，对矩形截面进行离散，根据桩土的变形协

调条件就可以得到桩土共同作用的控制方程。

Ｂｉｐｉｎ等
［１３］采用一种新的弹性理论方法，基于虚功

原理考虑桩与土的相互作用。Ｍｕｋｉ等
［１４］提出的虚

拟桩模型由于能够考虑桩土分离以后在原桩所在位

置留下的孔洞，相对以上弹性理论方法计算结果更

加准确［１５］。陆建飞等［１６］基于虚拟桩模型对层状地

基中单桩进行了理论分析。Ｐａｋ
［１７］基于 Ｍｕｋｉ

［１４］提

出的虚拟桩模型建立了求解均质地基中水平荷载作

用下单桩的 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方程，Ｃｈｅｎ等
［１８］基于

Ｐａｋ的单桩分析，建立了求解两等长桩位移相互作

用系数的虚拟桩模型，梁发云等［１９］进一步建立了群

桩的相互作用系数解法。

由于以上求解桩 土相互作用的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分

方程中的间断点都未能给出显式解，因而计算精度

不易控制；根据 Ｍｕｋｉ
［２０］求解弹性非轴对称问题的

位移函数法推导出位移影响函数珔狌（狕，ξ），推导过程

相对复杂［１７１９］。为此，本文通过广义胡可定律推导

出了Ｐａｋ方法求解水平荷载作用下桩的弯矩、位移

和斜度的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程的间断点的解析解，并

简化了位移函数的推导过程，本文基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ
［２１］

解推导出位移函数珔狌（狕，ξ）。

１　单桩的积分方程解法

１．１　犉狉犲犱犺狅犾犿积分方程的建立

桩与土之间的相互作用，不仅与土的力学性质

有关，更重要的是与桩的受力方式有关。Ｍｕｋｉ

等［１４，２２］把桩视为一维连续弹性体，解决了桩在竖向

荷载作用下桩 土相互作用的问题。

如图１所示，弹性半空间土体中水平向受荷桩

的半径为犪，长度为犔，桩体的横截面积为犃，桩顶受

到作用在狓狅狔 平面内的水平剪力犞（０）和弯矩

犕（０）。与 Ｍｕｋｉ等
［１４］文中一样，通过引入虚拟桩

犅 来考虑桩与土之间的相互作用。虚拟桩的弹性模

量犈 为

犈 ＝犈ｐ－犈ｓ （１）

式中：下标ｐ和ｓ分别表示桩和半空间扩展土。认

为土是半无限连续弹性体，桩是三维连续弹性

结构。

图１　弹性半空间土体中受水平荷载桩
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　　按照 Ｍｕｋｉ等的方法，将图１（ａ）水平受荷桩的

问题分解为图１（ｂ）的弹性半空间扩展土和图１（ｃ）

的一根虚拟桩的叠加，图１（ｃ）表示作用在虚拟桩

犅 上的外力。－狆（狕）表示半空间扩展土作用在虚

拟桩单位长度上的力；犞（０
＋）、－犕（０

＋）分别表

示 直 接 作 用 在 虚 拟 桩 桩 顶 上 的 剪 力 和 弯 矩；

－犞（犔）、犕（犔）分别表示作用在桩底上的剪力和

弯矩。根据力的作用与反作用原理，作用在半空间扩

展土犅上的力包括：狆（狕）表示虚拟桩作用在半空

间扩 展 土 单 位 长 度 上 的 力；犞（０）－犞（０
＋）、

－［犕（０）－犕（０
＋）］分别表示真实桩在截面０ 上

直接作用在半空间扩展土上的的剪力和弯矩；

犞（犔）、－犕（犔）分别表示虚拟桩在截面Ｌ 上作

用在半空间土上的剪力和弯矩。根据梁的柏努利

欧拉的挠度理论，虚拟桩犅 的挠度曲线微分方

程为

犈犐
ｄ２狌（狕）

ｄ狕２
＝犕（狕） （２）

　　平衡方程为

ｄ犕（狕）

ｄ狕
＝犞（狕） （３）

ｄ犞（狕）

ｄ狕
＝－狆（狕） （４）

式中：狌（狕）为虚拟桩的位移；犐为桩的惯性矩。根

据Ｒｅｉｓｓｎｅｒ
［２３］、Ｍｕｋｉ等

［２４］假设桩两端通过集中力

的方式直接传递给桩周围的土，不考虑桩身与土之

间的摩擦力。Ｐａｋ进一步假定桩身横截面发生小的

旋转，则由真实桩的底端直接传递给虚拟桩的弯矩

以及真实桩在截面０ 上直接作用在半空间扩展土

上的的弯矩可以忽略不计，即

犕（犔）＝０ （５）

犕（０）－犕（０
＋）＝０ （６）

　　珔狌（狕，ξ）表示在截面ξ上受合力为单位力方向

是水平方向的均布力作用时对半空间扩展土点 （０，

０，狕）产生的水平向位移影响函数，根据虚拟桩与桩

所在位置半空间扩展土水平位移协调条件，则半空

间土体内虚拟桩的位移可以表示为

狌（狕）＝

［犞（０）－犞（０
＋）］︵狌（狕，０）＋犞（犔）︵狌（狕，犔）＋

∫
犔

０
狆（ξ）

︵狌（狕，ξ）ｄξ，（０≤狕≤犔） （７）

　　利用式（４），对式（７）中右边最后一项进行分部

积分，并由式（３）、（５）、（６），考虑
︵狌（狕，ξ）

ξ
的间断性

并化简，则得到

狌（狕）＝犞（０）狌
⌒

（狕，０）－犕（０）
狌
⌒

（狕，０）

ξ
－

犕（狕）
狌
⌒

（狕，ξ）

ξ

狕
＋

狕
－
－

∫
犔

０
犕（ξ）


２ ︵狌

ξ
２
（狕，ξ）ｄξ，（０≤狕≤犔） （８）

　　如图２所示，设在半径为犪的圆形范围内作用

合力为单位力的水平力犘。

图２　弹性半空间土体中水平圆形荷载

犉犻犵．２　犎狅狉犻狕狅狀狋犪犾犮犻狉犮狌犾犪狉犾狅犪犱犻狀犲犾犪狊狋犻犮狊犲犿犻犻狀犳犻狀犻狋犲狊狅犻犾

　

犘＝
１

２π犪 犪２－狉槡
２

（９）

　　由式（９）在圆形荷载作用平面的圆心处有

τ狕狓（狕，狕
＋）－τ狕狓（狕，狕

－）＝－
１

２犃
（１０）

式中：犃为半径为犪的荷载作用面面积；τ狕狓（狕，狕
＋）

和τ狕狓（狕，狕
－）分别表示荷载作用平面ξ分别从上侧

和下侧趋近截面狕 时在截面狕 圆心产生的剪切

应力。根据广义虎克定律有

γ狕狓（狕，狕
＋）－γ狕狓（狕，狕

－）＝

１

犌ｓ
［τ狕狓（狕，狕

＋）－τ狕狓（狕，狕
－）］＝

－
１

２犌ｓ犃
（１１）

式中：犌ｓ是土的剪切模量；γ狕狓（狕，狕
＋）和γ狕狓（狕，狕

－）

分别表示荷载作用平面ξ 分别从上侧和下侧趋近

截面狕 时在截面狕 圆心产生的剪切应变。由式

（１１）可以得到

︵狌（狕，狕＋）

ξ
－
︵狌（狕，狕－）

ξ
＝－

１

２犌ｓ犃
（１２）

式中：
︵狌狓
ξ
即为荷载作用狓狅狕面内桩轴线对于狕轴

的斜度。利用式（１２），可以简化计算，从而减小计

算量。

假设虚拟桩狌（狕）为

狌（狕）＝－∫
犔

０
犵（狕，ξ）犕（ξ）ｄξ＋

狌（０ （）１－狕）犔 ＋狌（犔 （）狕）犔 （１３）
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其中

犵（狕，ξ）＝
１

犈犐

１－ξ（ ）犔 狕，　狕＜ξ
１－

狕
（ ）犔 ξ，　狕＞
烅

烄

烆

烍

烌

烎
ξ

为了进行无量纲分析，假设参数珔狕＝
狕
犪
；珋ξ＝

ξ
犪
；

珚犔 ＝
犔
犪
；珚犈 ＝

犈ｐ
犈ｓ
；珔狌 ＝

狌
犪
；κ＝

８
（１＋狏ｓ）（珚犈－１）

；

珨犕（０）＝
犕（０）

４π犌ｓ犪
３
；珨犕＝

犕

４π犌ｓ犪
３
；珚犞（０）＝

犞（０）

４π犌ｓ犪
２
；珚犞＝

犞

４π犌ｓ犪
２
。

式中：狏ｓ是土的泊松比。将式（１２）代入式（８），并由

式（１３）可得到用无量纲参数表示的控制方程为

犅（珔狕）珔狌（０）＋犆（珔狕）珔狌（珚犔）＋

∫
犔

０
犓（珔狕，珋ξ）珨犕（珋ξ）ｄ珋ξ－２珨犕（珔狕）＝

珚犞（０）︵犝（珔狕，０）－珨犕（０）
︵犝（珔狕，０）

珋ξ
，０≤珔狕≤珚犔

（１４）

式中：犅（珔狕） （＝ １－
珔狕
珚）犔 ，犆（珔狕）＝

珔狕
珚犔
，︵犝（珔狕，珋ξ）＝

４π犌ｓ ︵犪狌（狕，ξ），犌（珔狕，珋ξ） ｛（＝ １－
珋
ξ
珚）犔 珔狕，珔狕 ＜珋（ξ１－

珔狕
珚）犔 珋ξ，珔狕＞珋｝ξ ，犓（珔狕，珋ξ）＝


２ ︵犝

ξ
２
（珔狕，珋ξ）－κ犌（珔狕，珋ξ）。

式（１４）、式（５）和式（６）联立可以直接求解，其中

待求的未知量为虚拟桩的弯矩、桩顶和桩底的水平

位移。

１．２　单桩桩身水平位移和斜度的解答

用无量纲参数表示虚拟桩的位移为

珔狌（珔狕）＝－∫
珚犔

０
κ犌（珔狕，珋ξ）珨犕（珋ξ）ｄ珋ξ＋珔狌（０ （）１－

珔狕
珚）犔 ＋

珔狌（珚犔 （）珔狕珚）犔 （１５）

虚拟桩的斜度θ可以表示为

θ＝
ｄ珔狌
ｄ珔狕

（１６）

　　式（１５）代入式（１６）可以得到虚拟桩的斜度表达

式，即

θ＝－∫
珚犔

０
κ犎（珔狕，珋ξ）珨犕（珋ξ）ｄ珋ξ＋

１
珚犔
［珔狌（珚犔）－珔狌（０）］

（１７）

其中

犎（珔狕，珋ξ）＝

１－
珋
ξ
珚犔
，珔狕＜珋ξ

－
珋
ξ
珚犔
，珔狕＞珋

烅

烄

烆

烍

烌

烎
ξ

１．３　位移影响函数的解答

Ｐａｋ根据 Ｍｕｋｉ
［２０］的方法求解位移影响函数

珔狌（狕，ξ），本文根据Ｍｉｎｄｌｉｎ解求解位移函数珔狌（狕，ξ）。

半无限空间体深度犮处作用一水平集中力犘 时，在

深度狕处力作用方向的水平位移狌′为

狌′＝
犘

１６π犌狊（１－μｓ
［）
３－４μｓ
犚１

＋
１

犚２
＋
狓２

犚３１
＋

（３－４μｓ）狓
２

犚３２
＋
２犮狕

犚 （３
２

１－
３狓２

犚 ）２
２

＋

４（１－μｓ）（１－２μｓ）
（犚２＋狕＋犮

（） １－
狓２

犚２（犚２＋狕＋犮
）］）
（１８）

式中：犚１＝［狉
２
＋（狕－犮）

２］
１
２，犚２＝［狉

２
＋（狕＋犮）

２］
１
２。

将式（９）带入式（１８），位移函数珔狌（狕，犮）可表示为

︵狌（狕，犮）＝∫
犪

０∫
２π

０

狌′狉ｄ狉ｄθ

２π犪 犪２－狉槡
２

（１９）

　　整理化简式（１９），并由 ︵犝（珔狕，珋ξ）＝４π犌ｓ犪珔狌（狕，ξ），

可以计算出

︵犝（珔狕，珋ξ）＝
１

８（１－μｓ
｛）（７－８μｓ）ｔａｎ－ （１ １犱 ）１ ＋

（９－１６μｓ＋８μ
２
ｓ）ｔａｎ

－ （１ １犱 ）２ －

犱１
１＋犱

２
１

－（３－４μｓ）
犱２
１＋犱

２
２

＋
４珔狕珋ξ犱２
（１＋犱

２
２）
烍
烌

烎
２
（２０）

式中：犱１ ＝狘珔狕－珋ξ狘，犱２ ＝珔狕＋珋ξ。

２　算例验证及参数分析

２．１　算例验证

２．１．１　分段数对精度的影响　为了确定桩身分段

数对桩顶位移计算精度的影响，图３给出了仅受水

平力的桩顶位移与桩体分段数之间的关系，桩体分

段数表示为

狀＝δ犔／犱

式中：δ为单位桩长犔／犱的分段数。计算中取不同

的桩土模量比（犈ｐ／犈ｓ＝１０、１００、１００００）、桩长细比

（犔／犱＝８０、１００）、土的泊松比（μｓ ＝０．１５、０．２５、

０．４９）情况下，考察单位桩长分段数δ对仅受水平力

的桩顶自由桩的位移计算精度的影响。

比较图３（ａ）、（ｂ）可以发现，图中所示各种情况

下数值计算结果呈现出相同的规律，桩长细比、地基

土泊松比和桩 土弹性模量比均对数值计算精度的

影响不明显，其中，桩长细比对计算结果的影响规律

与曹明等［２５］的竖向荷载作用下的分析结果一致，即

桩长细对数值计算精度没有明显的影响。
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图３　桩分段数对桩顶位移的影响

犉犻犵．３　犘犻犾犲狋狅狆犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋狏犲狉狊狌狊犲犾犲犿犲狀狋狀狌犿犫犲狉

　

　　综合以上分析以及曹明等
［２５］的分析结果，当桩

的分段数δ≥３时，数值结果已经稳定。虽然桩体分

段数越多，计算精度越高，但随着计算精度的提高，

计算耗时也在增加。如果求解的第二类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ

积分方程中的间断点没有显式解，数值求解中为了

逼近精确解，需要无限在间断点处增加桩的分段数。

２．１．２　与Ｐａｋ计算结果的比较　为了验证本文水

平荷载作用下单桩工程性状计算方法的正确性，下

面与Ｐａｋ的计算结果进行比较。计算参数为：泊松

比为μｓ ＝０．２５，桩 土弹性模量比分别为犈ｐ／犈ｓ＝

１０００、５０００，桩长细比犔／犪＝５０。

从图４可以看出，两种计算方法所得计算结果数

值大小基本一致，说明本文单桩的工程性状的计算方

法是正确的，同时，也验证了本文计算程序的正确性。

图４　单位水平力作用下桩身弯矩、斜度和位移分布

犉犻犵．４　犅犲狀犱犻狀犵犿狅犿犲狀狋，狊犾狅狆犲犪狀犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狊狌狀犱犲狉狌狀犻狋狊犺犲犪狉
　

３．２　参数分析

为了考察单桩分别在单位水平力作用下和单位

弯矩荷载作用下的工程性状，对影响桩身弯矩分布、

桩身位移分布和桩身斜度分布的桩长细比、桩 土弹

性模量比参数进行了系统的分析。土的泊松比为

μｓ＝０．３，桩 土弹性模量比分别为犈ｐ／犈ｓ ＝１００、

１０００、５０００和１００００，桩长细比为犔／犪＝４０。

１）单位水平力　从图５可以看出，桩身的弯矩

沿桩的埋深，先增加，再减小，具体有如下分布规律：

桩 土弹性模量比对桩身最大弯矩的位置有明

显的影响，随着桩刚度的增加，桩身最大弯矩的位置

在加深。另外，当桩顶自由桩桩顶作用单位水平荷

载时，桩的刚度越大，桩身的最大弯矩值也越大。

桩身的最大位移和最大斜度位置都在桩顶，随

着桩的埋深增加，桩身的位移和斜度逐渐减小，桩

土弹性模量比对桩顶位移和斜度值大小都有明显的

影响，桩的刚度越大，桩顶位移和斜度值绝对值越

小。相反，桩的刚度越大，桩身的位移和斜度为零的

位置越深。

２）单位弯矩　从图６可以看出，桩顶自由桩在

桩顶单位弯矩作用下，桩身的弯矩沿桩的埋深，由桩

顶的单位弯矩减小到桩底弯矩等于零。桩 土弹性

模量比对桩身弯矩的分布有明显的影响，桩身刚度

越大，桩身弯矩从单位弯矩减小到０的位置越深。

如果弯矩为零的位置不在桩底，在该位置的下部会

出现负弯矩，如图６（ａ）中桩土弹性模量比犈ｐ／犈ｓ＝
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１００，在桩埋深犔／犪＝８的位置，桩身弯矩减小为０， 在桩埋深犔／犪＝８以下位置出现了负弯矩。

图５　单位水平力作用下桩身弯矩、斜度和位移分布

犉犻犵．５　犅犲狀犱犻狀犵犿狅犿犲狀狋，狊犾狅狆犲犪狀犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狊狌狀犱犲狉狌狀犻狋狊犺犲犪狉
　

　　与桩顶作用单位水平荷载桩身斜度分布规律一

样，桩顶作用单位弯矩荷载时，桩身的最大位移和最

大斜度位置也在桩顶，随着桩的埋深增加，桩身的位

移和斜度逐渐减小，具体有如下分布规律：桩 土弹

性模量比对桩顶位移和斜度值大小有明显的影响，

桩的刚度越大，桩顶位移值和斜度值绝对值越小。

相反，桩的刚度越大，桩身的位移和斜度分别为零的

位置越深。

将图６（ｃ）与单位水平力作用下桩的斜度分布图

５（ｂ）对比发现，对于不同的桩刚度，桩顶作用单位弯

矩的桩顶位移值大小等于桩顶作用单位水平力的桩

顶斜度的绝对值。

图６　单位水平弯矩作用下桩身弯矩、斜度和位移分布

犉犻犵．６　犅犲狀犱犻狀犵犿狅犿犲狀狋，狊犾狅狆犲犪狀犱犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狊狌狀犱犲狉狌狀犻狋犿狅犿犲狀狋
　

４　结论

通过广义胡可定律推导出了Ｐａｋ方法求解水平

荷载作用下桩的弯矩、位移和斜度的Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分

方程中间断点的解析解，从而提高了Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分

方程的数值计算精度并简化了计算程序的编写，根

据 Ｍｉｎｄｌｉｎ解推导位移函数 ︵狌（狕，ξ），简化了位移函

数的推导过程。

对影响均质地基中桩的弯矩、位移和斜度的桩

土弹性模量比进行了系统的研究，分别考察了均质

地基中桩的弯矩、位移和斜度特性。通过参数分析，

得出以下结论：

１）桩 土弹性模量比对单位水平力作用下桩身

最大弯矩的位置有明显的影响，随着桩刚度的增加，

桩身最大弯矩的位置在加深，桩 土弹性模量比对桩

顶斜度和位移的大小也有明显的影响。

２）桩 土弹性模量比对桩顶作用单位弯矩下桩

身弯矩的分布有明显的影响，桩身刚度越大，桩身弯

矩从单位弯矩减小到０的位置越深；对于不同的桩

身刚度，当桩埋深到一定的深度，桩身都会出现弯矩

为０的位置以及负弯矩。桩 土弹性模量比对桩顶

作用单位弯矩下桩顶斜度和位移的大小有明显的

影响。

３）对于不同的桩刚度，桩顶作用单位弯矩的桩
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顶位移值大小等于桩顶作用单位水平力的桩顶斜度

的绝对值。
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