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基于随机场的岩石边坡三维稳定性分析

牛邁炜，周小平，钱七虎
（重庆大学 土木工程学院，重庆４０００１５）

摘　要：基于随机场理论，考虑了岩石材料属性的空间变异性对岩石边坡稳定性的影响，将边坡主

滑面上的摩擦系数和粘聚力视为高斯随机变量，确定了主滑面上的摩擦系数和粘聚力的均值、方差

和协方差，获得了两个随机量之间的相关系数和互相关长度。在此基础上，对岩石边坡进行了三维

稳定性分析，确定了岩石边坡的稳定系数和失效概率。数值计算结果表明，摩擦系数和粘聚力的空

间变异性对边坡稳定性有重要影响。
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　　边坡失稳已与地震、火山爆发并列成为世界三

大地质灾害（或地质灾害源）［１］。当边坡岩体内发育

有层间软弱夹层或较大的断层、节理和裂隙时，则容

易发生滑动破坏。在边坡稳定性分析过程中，需要

考虑岩土工程是土木工程中最受不确定性主导的分

支学科，因为它通常与高度变化的天然材料密切相



关。岩性参数误差有３个主要来源，即材料固有变

异性、统计误差、系统误差［２］。固有变异性是指即使

在各向同性岩石介质中，岩石性质表现出变异性。

由于现场采样和实验室数据的有限性，岩石属性的

统计数据（例如均值和标准差）受（统计的）不确定性

的影响，但是这类不确定性会随样品数量的增加而

减少。系统不确定性是由于实验室和原位条件存在

不同因素，如实验规模、各向异性和水饱和度等［３］。

笔者重点研究材料的固有变异性（其在均质材料中

也会比较大）及其对失效概率的影响。

传统边坡稳定性的评价方法主要有刚体极限平

衡法、赤平投影法、有限元法以及模拟试验等。为了

避免材料的不确定性所造成的影响，这些方法对于

设计参数、稳定系数等一般都采用偏保守的值进行

设计。为了考虑参数的变异性和不确定性，在传统

方法基础上引入随机场理论十分必要。一般情况

下，得出随机变量的分布函数可以说是一个相当复

杂的问题，并且找到精确解也有相当困难。祁小辉

等［４］采用谱表现法建立了表征土体空间变异性的随

机场模型，提出了考虑土体空间变异性的边坡最危

险滑动面随机分析方法。蒋水华等［５］提出了基于多

重响应面与子集模拟的边坡可靠度分析方法。舒苏

荀等［６］提出一种能合理考虑土性参数空间变异性

的边坡模糊随机可靠度分析方法。Ｅｉｎｓｔｅｉｎ等
［７］在

岩石边坡中采用了蒙特卡罗方法计算。唐小松

等［８］研究了表征抗剪强度参数间相关性的Ｃｏｐｕｌａ

函数对边坡可靠度的影响，提出了无限边坡失效概

率计 算 的 直 接 积 分 方 法。Ｐａｎｔｅｌｉｄｉｓ 等
［９］和

Ｇｒｉｆｆｉｔｈｓ等
［１０］等分别用一维跟二维随机变量考虑

岩石空间变异性对边坡稳定性的影响。Ｇｒａｖａｎｉｓ

等［１１］研究了岩石材料属性的空间变异性对岩石边

坡失效概率的影响。然而，Ｇｒａｖａｎｉｓ仅仅研究了重

力作用下岩石边坡的二维稳定性问题。但是实际

边坡或滑坡体是三维问题，将三维问题简化为二维

问题，会带来计算结果的较大误差。为了合理地评

价岩石边坡的稳定性，笔者将Ｇｒａｖａｎｉｓ的二维随机

场方法延伸为三维随机场方法，并把底面摩擦系数

和粘聚力视为高斯随机变量，分析岩石边坡的三维

稳定性问题。

１　基于随机场理论的岩石边坡三维稳

定性分析

１．１　高斯随机场的几个假定

为简化计算模型，做如下假设：

１）高斯过程：联合概率分布函数为多元正态随

机分布过程，其巨大的优势是只需均值向量和协方

差矩阵就可以确定其完整分布函数。

２）平稳性或统计均匀性：联合概率分布函数的

空间非独立性，即它依赖于点的相对位置关系。这

个假设意味着均值、协方差和高阶矩是常量，且联合

概率分布函数也是恒定的，不随时间和空间变化。

３）各向同性：在二维或更高维度的随机场中，

各向同性是指旋转不变形。在各向同性中，两个点

的相关性仅跟两点之间距离有关，而与方向角度

无关。

在上述假设下，只需知道３个数值即可求解：随

机场的均值μ、随机场的方差σ
２、随机场的空间变异

程度。其中，随机场的空间变异程度由随机场的联

合分布二阶矩表征，可以从协方差函数中获得［１２］。

１．２　边坡稳定极限平衡分析方法

假定岩石边坡的可能滑动面如图１所示。为了

简化计算，忽略孔隙水压力和基础荷载的作用，将上

部岩体视为整体。边坡三维示意图如图１所示，作

用在与交棱线垂直的剖面图如图２。

图１　岩石边坡三维示意图
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图２　作用在与交棱线垂直的剖面上的力
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１．２．１　边坡沿结构面 犃犅犆 和犃犆犇犉 滑动　当

γ３ ＞０时，滑动面犇犈犉上的抗滑力可以忽略不计，

边坡沿结构面犃犅犆和犃犆犇犉 滑动，滑动方向为交

棱线犃犆。根据摩尔库伦准则，岩石边坡的稳定系数

犉为抗滑力与下滑力的比值，其表达式为

犉＝
犮１×犃１＋犮３×犃３＋犖１×ｔａｎφ１＋犖３×ｔａｎφ３

犠×ｓｉｎβ

（１）

如图２所示，根据剖面上力的平衡方程有

犠ｃｏｓβ＝犖１ｓｉｎγ１＋犖３ｃｏｓγ３ （２）

犖１ｃｏｓγ１ ＝犖３ｓｉｎγ３ （３）

犃１ ＝
犔１犔３
２ｃｏｓγ１

（４）

犃２ ＝
犔１犔４
２ｃｏｓγ２

（５）

犃３ ＝犔１犔２ （６）

式中：犮１、犮３ 分别为滑动面犃犅犆、犃犆犇犉 上的粘聚

力；犃１、犃３分别为滑动面犃犅犆、犃犆犇犉的面积；犖１、

犖３ 分别为右结构面和底面的法向反力；犔１、犔２ 分别

为滑动面的长和宽；犔３、犔４ 分别为滑块右交棱线和

左交棱线距坡顶的高度；α、β分别为坡面和滑动面

的倾角；γ１、γ２ 分别为滑体侧面相对竖直面的角度；

φ为滑体滑面的摩擦角；犠 为滑动面上覆岩体的

总重。

１）犃犆犇犉面上的摩擦系数为随机场变量　在面

犃犆犇犉上建立局部直角坐标系，以犃为原点，犃犆为

狔轴正方向，犃犉为狓 轴正方向，则此时边坡的稳定

系数犉１ 可表示为

犉１ ＝
犮１×犃１＋犮３×犃３＋犖１×ｔａｎφ１

犠 ×ｓｉｎβ
＋

∫
犔
２

０∫
犔
１

０
σ（狓，狔）ｔａｎφ３（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

犠 ×ｓｉｎβ
（７）

式中：σ（狓，狔）为坐标 （狓，狔）点的基底正应力；

ｔａｎφ３（狓，狔）为滑动面上的摩擦系数。

基于 ＦｅｎｔｏｎＶａｎｍａｒｃｋｅ方法
［１３］，ｔａｎφ（狓，狔）

当作具有随机属性的随机场函数变量。如图３所

示，根据小偏心受压公式，可得基底任一点的正应

力值

σ（狓，狔）＝
犖３
犃３
＋
犕狓
犐狓
狔＋

犕狔
犐狔
狓 （８）

式中：犕狓 为偏心荷载对犗′狓犗″狓轴的力矩；犕狔 为偏心

荷载对犗′狔犗″狔轴的力矩；犐狓 为基底底面积对犗′狓犗″狓轴

的惯性矩；犐狔 为基底底面积对犗′狔犗″狔轴的惯性矩。

根据应力迭加原理可得

σ（狓，狔）＝
犖３
犔１犔２

×

１－
狓
犔１
－（ ）
１

２

２犲狓
犔１／６

－
狔
犔２
－（ ）
１

２

２犲狔
犔２／［ ］６ （９）

式中

犲狓 ＝犱狓 （１０）

犲狔 ＝犱狔＋犱狕×ｔａｎβ （１１）

　　如图２所示，犱狕 为滑块质心距滑面的距离。如

图３所示，犱狓 和犱狔 为底面犃犆犇犉 上法向反力作用

点与面犃犆犇犉 形心的距离。

图３　矩形底面受双向小偏心荷载示意图

犉犻犵．３　犘狉犲狊狊狌狉犲犱犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅狀狉犲犮狋犪狀犵狌犾犪狉

犪狉犲犪狑犻狋犺狊犿犪犾犾犲犮犮犲狀狋狉犻犮

　

边坡稳定系数犉可以简化为

犉１ ＝
犮１×犃１＋犮３×犃３＋犖１×ｔａｎφ１

犠 ×ｓｉｎβ
＋

犖３
犠 ×ｓｉｎβ

犣１ （１２）

式中

犣１ ≡
１

犔１犔２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
１－

狓
犔１
－（ ）
１

２

２犲狓
犔１／［ ６

－

狔
犔２
－（ ）
１

２

２犲狔
犔２／ ］６ｔａｎφ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔≡

１

犔１犔２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）ｔａｎφ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔 （１３）

　　随机场变量摩擦系数ｔａｎφ（狓，狔）的均值为

μｔａｎφ、方差为σ
２
ｔａｎφ
、协方差为犆（狓，狔）。需要说明的是，

高斯随机场ｔａｎφ（狓，狔）的值域可以取全部实数，但

是失效概率的值只能是非零值。式的犣１ 也是高斯

随机变量，均值为

犈［犣１］＝

１

犔１犔２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）犈［ｔａｎφ（狓，狔）］ｄ狓ｄ狔＝μｔａｎφ

（１４）

　　方差为

狊２ｔａｎφ ＝ Ｖａｒ［犣１］＝犈［犣
２
１］－μ

２
ｔａｎφ

（１５）
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　　为计算上式，需要 Ｍａｒｋｏｖ过程公式

犆（狓，狔）＝σ
２
ｔａｎφｅｘ ［ｐ － ２

θｔａｎφ
（狘狓狘＋狘狔狘 ］） ＝

σ
２
ｔａｎφｅｘ ［ｐ －２狘狓狘

θ
］

１

ｅｘ ［ｐ －２狘狔狘
θ

］
２

（１６）

式中：θｔａｎφ 为随机场ｔａｎφ（狓，狔）的相关长度（参数

θｔａｎφ 可以解释为随机场中两个点之间的不相关度）。

由式（１６）可知

犈［ｔａｎφ（狓，狔）ｔａｎφ（狓′，狔′）］＝

μ
２
ｔａｎφ＋犆（狓－狓′，狔－狔′） （１７）

则

犈［犣２１］＝

１

犔２１犔
２
２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓ｄ ｛［狔 １

（

－

狓′
犔１
－ ）１２

２犲狓
犔１／６ （－ 狔′

犔２
－ ）１２

２犲狔
犔２／ ］６

［

×

１ （－ 狓
犔１
－ ）１２

２犲狓
犔１／６ （－ 狔

犔２
－ ）１２ ×

２犲狔
犔２／ ］６ × ［犈ｔａｎ（狓，狔）ｔａｎ（狓′，狔′ ］｝） ＝

１

犔２１犔
２
２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）狋（狓′，狔′）×

犈［ｔａｎ（狓，狔）ｔａｎ（狓′，狔′）］ｄ狓ｄ狔＝

μ
２
ｔａｎφ＋

１

犔２１犔
２
２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）狋（狓′，狔′）×

犆（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ狔 （１８）

有

狊２ｔａｎφ ＝ Ｖａｒ［犣１］＝犈［犣
２
１］－珚犣

２
１ ＝

１

犔２１犔
２
２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）狋（狓′，狔′）×

犆（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ狔＝

σ
２
ｔａｎ ［φ γ１ （＋ ２犲狓

犔１／
）６
２

γ２ （＋ ２犲狔
犔２／

）６
２

γ ］３ （１９）

其中

γ （１ 犔１
θ１
，犔２
θ
）

２

＝ １

（４犔１
θ
）

１
（

２

犔２

θ
）

２

［
２

２犔１

θ１
＋ｅｘ ｛ｐ －２犔１

θ
｝

１

－

］１ ［× ２犔２

θ２
＋ｅｘ ｛ｐ －２犔２

θ
｝

２

－ ］１ （２０）

γ （２ 犔１
θ１
，犔２
θ
）

２

＝ １

（４８犔１
θ
）

１
（

４

犔２

θ
）

２

｛
２

３＋ （２犔１
θ
）

１

３

－

（３犔１
θ
）

１

２

－ （３犔１
θ
）

１

２

ｅｘ ［ｐ －２犔１
θ
］

１

－

６犔１

θ１
ｅｘ ［ｐ －２犔１

θ
］

１

－３ｅｘ ［ｐ －２犔１
θ
］｝

１

［

×

２犔２

θ２
＋ｅｘ ｛ｐ －２犔２

θ
｝

２

－ ］１ （２１）

γ （３ 犔１
θ１
，犔２
θ
）

２

＝
１

（４８犔２
θ
）

２
（

４
犔１

θ
）

１

｛２ ３＋ （２犔２
θ
）

２

３

－

（３犔２
θ
）

２

２

－ （３犔２
θ
）

２

２

ｅｘ ［ｐ －２犔２
θ
］

２

－

６犔２

θ２
ｅｘ ［ｐ －２犔２

θ
］

２

－３ｅｘ ［ｐ －２犔２
θ
］｝

２

［

×

２犔１

θ１
＋ｅｘ ｛ｐ －２犔１

θ
｝

１

－ ］１ （２２）

　　函数γ１（犔１／θ１，犔２／θ２）在二维 Ｍａｒｋｏｖ过程中

很常用，其中σ
２
ｔａｎφγ１（犔１／θ１，犔２／θ２）为 Ｍａｒｋｏｖ过程

的方差。也就是说，该过程均值的方差为点方差

σ
２
ｔａｎφ
，区间长度犔１ 内相关长度为θ１ ，区间长度犔１ 内

的相关长度为θ２ 。函数γ２（犔１／θ１，犔２／θ２）和函数

γ３（犔１／θ１，犔２／θ２）也与沿可能滑动面的正应力分布ｎ

有关。因此，犣１ 的概率分布可以写为

犣１ ～犖（μｔａｎφ，狊
２
ｔａｎφ
） （２３）

　　由式（２０）、（２１）和（２２）可知，当相关长度θ相当

大时，有

（犔１／θ１，犔２／θ２）→ （０，０），γ１ →１，γ２ →０，γ３ →０

（２４）

　　由式（１９）和（２４）可得狊
２
ｔａｎφ
的极限为σ

２
ｔａｎφ
，进一

步证实了上述公式的正确性。式（１９）也可表示为

狊２ｔａｎφ ＝σ
２
ｔａｎφ＋ （Ο犔１

θ１
，犔２
θ
）

２

（２５）

式中：Ο（狓，狔）为一个无穷小量。

边坡稳定系数犉１ 与犣１ 成线性相关，因此，犉１

也是一个高斯随机变量，失效概率可以表示为

犘（犉１ ＜１）＝ （犘犣１ ＜
犠ｓｉｎβ－（犮１犃１＋犮３犃３＋犖１ｔａｎφ１）

犖 ）
３

＝

｛［Φ
犠ｓｉｎβ－（犮１犃１＋犮３犃３＋犖１ｔａｎφ１）

犖３
－μｔａｎ ］φ ／狊ｔａｎ ｝φ

（２６）

为更清晰的看出失效概率，用稳定系数的值来表示

珚犉１ ≡犈 犉［ ］１ ＝

犮１×犃１＋犮３×犃３＋犖１×ｔａｎφ１
犠 ×ｓｉｎβ

＋
犖３μｔａｎφ
犠 ×ｓｉｎβ

（２７）

将式（２７）代入式（２６）可得

犘（犉１ ＜１）＝ ［Φ 犠ｓｉｎβ犖３

（１－珚犉１）／狊ｔａｎ ］φ （２８）

　　对于给定的参数，式（２７）和（２８）十分清楚地表
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示失效概率。而对于给定最大失效概率狆ｆｍａｘ，其安

全系数均值取值范围为

珚犉１ ≥１－狕×狊ｔａｎφ
犖３

犠 ×ｓｉｎβ
（２９）

式中：狕由正态分布Φ（狕）＝狆ｆｍａｘ 确定，变量狕为

狆ｆｍａｘ的函数关系
［１４］。

２）犃犆犇犉面上的摩擦系数和粘聚力犮３ 均为随

机场变量

岩石边坡的稳定系数犉２ 可表达为

犉２ ＝
犮１×犃１＋犖１×ｔａｎφ１

犠 ×ｓｉｎβ
＋

１

犠 ×ｓｉｎβ
犣２

（３０）

　　犃犆犇犉面上的随机场变量粘聚力犮３（狓，狔）和摩

擦系数ｔａｎφ３（狓，狔）的均值分别为μ犮 和μｔａｎφ。为简

化计算，将面犃犅犆的粘聚力和摩擦系数视为常量，

其值为犮１ 和ｔａｎφ１。稳定系数犉２ 中犣２ 是高斯随机

变量，其均值为

犣２ ＝∫
犔
２

０∫
犔
１

０

｛犈［犮３（狓，狔）］＋

σ（狓，狔）犈［ｔａｎφ３（狓，狔）］｝ｄ狓ｄ狔＝

μ犮×犃３＋μｔａｎφ×犖３ （３１）

　　考虑二维随机变量粘聚力和摩擦系数之间的联

系，随机场的相关函数可表示为

犈［ｔａｎφ３（狓，狔）ｔａｎφ３（狓′，狔′）］＝μ
２
ｔａｎφ＋

犆ｔａｎφ（狓－狓′，狔－狔′） （３２）

犈［犮３（狓，狔）犮３（狓′，狔′）］＝μ
２
犮＋犆犮（狓－狓′，狔－狔′）

（３３）

犈［ｔａｎφ３（狓，狔）犮３（狓′，狔′）］＝μｔａｎφμ犮＋

犆犮－ｔａｎφ（狓－狓′，狔－狔′） （３４）

　　式（３２）和（３３）表示各自随机场变量的自相关

性，而式（３４）表示相关随机场之间的互相关性。由

Ｍａｒｋｏｖ过程可知

犆ｔａｎφ（狓，狔）＝σ
２
ｔａｎφｅｘ ［ｐ －２（狘狓狘＋狘狔狘）

θｔａｎ
］

φ

＝

σ
２
ｔａｎφｅｘ ［ｐ －２狘狓狘

θ
］

１

ｅｘ ［ｐ －２狘狔狘
θ

］
２

（３５）

犆犮（狓，狔）＝σ
２
犮ｅｘ ［ｐ －２（狘狓狘＋狘狔狘）

θ
］

犮

＝

σ
２
犮ｅｘ ［ｐ －２狘狓狘

θ１，
］

犮

ｅｘ ［ｐ －２狘狔狘
θ２，

］
犮

（３６）

犆犮－ｔａｎφ（狓，狔）＝ρ犮－ｔａｎφσ犮σｔａｎφｅｘ［ｐ－２（狘狓狘＋狘狔狘）θ犮－ｔａｎ
］

φ

＝

ρ犮－ｔａｎφσ犮σｔａｎφｅｘ ［ｐ －２狘狓狘θ１，犮－ｔａｎ
］

φ

×ｅｘ ［ｐ －２狘狔狘
θ２，犮－ｔａｎ

］
φ

（３７）

式中：σｔａｎφ 和σ犮 分别为摩擦系数和粘聚力的方差；

θｔａｎφ 和θ犮分别为其相关长度。参数ρ犮－ｔａｎφ 为相关系

数，θ犮－ｔａｎφ 为互相关长度。一般而言，互相关长度是

无限大的，即θ犮－ｔａｎφ ＝ ∞，则联合协方差函数

犆犮－ｔａｎφ（狓，狔）衰减为常数ρ犮－ｔａｎφσ犮σｔａｎφ。此时，由犣２ 可

得犈［犣２２］为

犈［犣２２］＝∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０

｛犈［犮３（狓，狔）］＋

σ（狓，狔）犈［ｔａｎφ３（狓，狔）］×｛犈［犮３（狓′，狔′）］＋

σ（狓′，狔′）犈［ｔａｎφ３（狓′，狔′）］｝ｄ狓ｄ狔＝

∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０

｛犈［犮３（狓，狔）］犈［犮３（狓′，狔′）］＋

σ（狓，狔）σ（狓′，狔′）犈［ｔａｎφ３（狓，狔）］犈［ｔａｎφ３（狓′，狔′）］＋

２σ（狓，狔）犈［ｔａｎφ３（狓，狔）］犈［犮３（狓′，狔′）］｝ｄ狓ｄ狔

（３８）

则有

狊犣２
２ ≡Ｖａｒ［犣］＝犈［犣

２
２］－珚犣

２
２ ＝

犖２３狊
２
ｔａｎφ＋犔

２
１犔

２
２狊
２
犮＋２犖３犔１犔２狊

２
犮－ｔａｎφ

（３９）

其中

狊２犮 ＝σ
２
犮γ１（犔１／θ１犮，犔２／θ２犮） （４０）

狊２犮－ｔａｎφ ＝ρ犮－ｔａｎφσ犮σｔａｎφγ１（犔１／θ１，犮－ｔａｎφ，犔２／θ２，犮－ｔａｎφ）

（４１）

　　狊
２
ｔａｎφ
由式（１９）确定。函数γ１（犔１／θ１，犔２／θ２）由

式（２０）定义。则犣２ 的概率分布可以写为

犣２ ～犖（犣２，狊
２
犣
２
） （４２）

　　稳定系数犉２ 的期望为

珚犉２ ＝
犮１×犃１＋犖１×ｔａｎφ１＋

珚犣２
犠 ×ｓｉｎβ

（４３）

　　由式可知，边坡稳定系数犉２ 与犣２ 成线性相关，

因此犉２ 的概率分布可以写为

犉２ ～ （犖 珚犉２， 狊２犣
２

犠２
×ｓｉｎ

２ ）
β

（４４）

　　由此可知，失效概率表示为

犘（犉２ ＜１）＝Φ［犠ｓｉｎβ（１－珚犉２）／狊犣２］ （４５）

　　当随机场变量犮３（狓，狔）为常量时，即当狊犮 ＝０

和狊犮－ｔａｎφ ＝０时，式（３９）衰减为

狊犣２
２
＝ 犖

２
３狊
２
ｔａｎφ

（４６）

１．２．２　边坡沿底面犃犆犇犉 和面犇犈犉 滑动　当

γ３ ＜０时，滑动面犃犅犆上的抗滑力可以忽略不计，

边坡沿结构面犇犈犉和犃犆犇犉 滑动，滑动方向为交

棱线犇犉。此时边坡稳定系数犉 的表达式可以表

示为

犉＝
犮２×犃２＋犮３×犃３＋犖２×ｔａｎφ２

犠 ×ｓｉｎβ
＋
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∫
犔
２

０∫
犔
１

０
σ（狓，狔）ｔａｎφ３（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

犠 ×ｓｉｎβ
（４７）

式中：犮２ 分别为滑动面ＤＥＦ上的粘聚力。

１）犃犆犇犉面上摩擦系数为随机场变量　根据前

述分析可知，稳定系数犉３ 可以简写为

犉３ ＝
犮２犃２＋犮３犃３＋犖２ｔａｎφ２

犠ｓｉｎβ
＋

犖３
犠ｓｉｎβ

犣３

（４８）

　　犣３ 的期望为

犈［犣３］＝

１

犔１犔２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）犈［ｔａｎφ（狓，狔）］ｄ狓ｄ狔＝μｔａｎφ

（４９）

方差为

狊２ｔａｎφ ＝犈［犣
２
３］－μ

２
ｔａｎφ ＝

１

犔２１犔
２
２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）狋（狓′，狔′）×

犆（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ狔＝

σ
２
ｔａｎ ［φ γ１ （＋ ２犲狓

犔１／
）６
２

γ２ （＋ ２犲狔
犔２／

）６
２

γ ］３ （５０）

　　稳定系数犉３ 的期望为

珚犉３ ＝
犮２×犃２＋犮３×犃３＋犖２×ｔａｎφ２

犠 ×ｓｉｎβ
＋
犖３×珚犣３
犠 ×ｓｉｎβ

（５１）

　　则失效概率可以表示为

犘（犉３ ＜１）＝ ［Φ 犠ｓｉｎβ犖３

（１－珚犉３）／狊ｔａｎ ］φ （５２）

　　２）犃犆犇犉面上的摩擦系数和粘聚力犮３ 均为随

机场变量　根据１）节可知，稳定系数犉４ 可简写为

犉４ ＝
犮２×犃２＋犖２×ｔａｎφ２

犠 ×ｓｉｎβ
＋

犣４
犠 ×ｓｉｎβ

（５３）

　　犣４ 的期望为

珚犣４ ＝μ犮×犃３＋犖３×μｔａｎφ （５４）

　　方差为

狊犣２
４
＝ 犖

２
３狊
２
ｔａｎφ＋犔

２
１犔

２
２狊
２
犮＋２犖３犔１犔２狊

２
犮－ｔａｎφ

（５５）

　　稳定系数的期望珚犉４ 为

珚犉４ ＝
犮２×犃２＋犖２×ｔａｎφ２

犠 ×ｓｉｎβ
＋

珚犣４
犠 ×ｓｉｎβ

（５６）

　　边坡失效概率为

犘（犉４ ＜１）＝Φ［犠ｓｉｎβ（１－珚犉４）／狊犣４］ （５７）

１．２．３　边坡沿三面滑动　当γ３＝０时，边坡沿结构

面犃犅犆、犇犈犉 和犃犆犇犉 滑动，滑动方向为交棱线

犇犉。此时边坡稳定系数犉的表达式可以表示为

犉＝
犮１×犃１＋犮２×犃２＋犮３×犃３

犠 ×ｓｉｎβ
＋

∫
犔
２

０∫
犔
１

０
σ（狓，狔）ｔａｎφ３（狓，狔）ｄ狓ｄ狔

犠 ×ｓｉｎβ
（５８）

　　此时由式可知犖３ ＝犠ｃｏｓβ，犖１ ＝犖２ ＝０。

１）犃犆犇犉面上摩擦系数为随机场变量　稳定系

数犉５ 可以简写为

犉５ ＝
犮１×犃１＋犮２×犃２＋犮３×犃３＋犖３×犣５

犠 ×ｓｉｎβ

（５９）

　　犣５ 的期望为

犈［犣５］＝μｔａｎφ （６０）

　　方差为

狊２ｔａｎφ ＝犈［犣
２
５］－μ

２
ｔａｎφ ＝

１

犔２１犔
２
２∫
犔
２

０∫
犔
１

０
ｄ狓′ｄ狔′∫

犔
２

０∫
犔
１

０
狋（狓，狔）狋（狓′，狔′）×

犆（狓－狓′，狔－狔′）ｄ狓ｄ狔＝

σ
２
ｔａｎ ［φ γ１ （＋ ２犲狓

犔１／
）６
２

γ２ （＋ ２犲狔
犔２／

）６
２

γ ］３ （６１）

　　稳定系数犉５ 的期望为

珚犉５ ＝
犮１×犃１＋犮２×犃２＋犮３×犃３＋犖３×μｔａｎφ

犠 ×ｓｉｎβ

（６２）

　　则失效概率可以表示为

犘（犉５ ＜１）＝ ［Φ 犠ｓｉｎβ犖３

（１－珚犉５）／狊ｔａｎ ］φ （６３）

　　２）犃犆犇犉面上的摩擦系数和粘聚力犮３ 均为随

机场变量　此时稳定系数犉６ 可以简写为

犉６ ＝
犮１×犃１＋犮２×犃２

犠 ×ｓｉｎβ
＋

犣６
犠 ×ｓｉｎβ

（６４）

　　犣６ 的期望为

犈［犣６］＝μ犮×犃３＋犖３×μｔａｎφ （６５）

　　方差为

狊犣２
６
＝ 犖

２
３狊
２
ｔａｎφ＋犔

２
１犔

２
２狊
２
犮＋２犖３犔１犔２狊

２
犮－ｔａｎφ

（６６）

　　稳定系数犉６ 的期望为

珚犉６ ＝
犮１×犃１＋犮２×犃２

犠 ×ｓｉｎβ
＋

珚犣６
犠 ×ｓｉｎβ

（６７）

　　则失效概率为

犘（犉６ ＜１）＝Φ［犠ｓｉｎβ（１－珚犉６）／狊犣６］ （６８）

２　应用实例

２．１　当边坡体沿三面滑动时（γ３＝０°），摩擦系数对

边坡稳定性的影响

随机场变量为ｔａｎφ（狓，狔），其均值和方差分别

为μ和σ。此时，粘聚力为常量。如图４和图５所示，

狕轴坐标为狆ｆ，狓和狔轴坐标分别为犔１／θ１和犔２／θ２。

计算参数为：β＝３０°、γ１＝０°、γ２＝０°、γ３＝０°、犮３＝
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４０ｋＰａ、犮１＝４０ｋＰａ、犮２＝４０ｋＰａ、犔１＝１０ｍ、犔２＝

２０ｍ、犔３＝１．５ｍ、犲狓＝０．５ｍ、犲狔＝１ｍ、犠 ＝１．８×

１０５ｋＮ。

图４　当σ＝狋犪狀５°，狆犳与犔１／θ１，犔２／θ２ 的关系图

犉犻犵．４　狆犳狏狊犔１／θ１，犔２／θ２犳狅狉狏犪狉犻狅狌狊μ

狏犪犾狌犲狊狑犺犲狀σ＝狋犪狀５°

图５　当σ＝狋犪狀１０°，狆犳与犔１／θ１，犔２／θ２ 的关系图

犉犻犵．５　狆犳狏狊犔１／θ１，犔２／θ２犳狅狉狏犪狉犻狅狌狊μ

狏犪犾狌犲狊狑犺犲狀σ＝狋犪狀１０°

　

如图４和图５所示，当ｔａｎφ（狓，狔）的相关长度

θ１ 和θ２ 分别远远大于滑面的长犔１ 和宽犔２ 时，即

（犔１／θ１，犔２／θ２）的值趋于０。如式（１６）所示，方差

狊２ｔａｎφ 的值趋于σ
２
ｔａｎφ
。失效概率对于不同的摩擦系数

均值趋于相应的定值。当相关长度θ１ 和θ２ 变小时，

失效概率在稳定系数大于１时趋于０，在稳定系数

小于１时趋于１。从图４和图５右半部分可知：当方

差越大时，失效概率的值偏差越大；从图３和图４左

半部分可知：当方差越大时，失效概率的值越向０．５

靠近。图４和图５与 Ｇｒｉｆｆｔｈｓ等
［１５］的计算结果

吻合。

２．２　当边坡体沿三面滑动时（γ３＝０°），摩擦系数和

粘聚力对边坡稳定性的影响

如式（３９）、（１９）、（４０）和（４１）所示，失效概率狆ｆ

与６ 个 未 知 数 （犔１／θ１，犔２／θ２）、（犔１／θ１犮，犔２／θ２犮）、

（犔１／θ１，犮－ｔａｎφ，犔２／θ２，犮－ｔａｎφ）相关。在一张三维立体图

中表示失效概率与６个未知量的关系比较困难。假

设：（犔１／θ１＝犔２／θ２）、（犔１／θ１犮＝犔２／θ２犮），并取犔１／θ１，

犔２／θ２犮作为２个变量，此时θ１，犮－ｔａｎφ 和θ２，犮－ｔａｎφ 取极大

值，γ１（犔１／θ１，犮－ｔａｎφ，犔２／θ２，犮－ｔａｎφ）取极值为１。其他计

算参数为：μｔａｎφ ＝ｔａｎ２６．２５°和μｔａｎφ ＝ｔａｎ３０．７５°、

σｔａｎφ＝ｔａｎ５°、μ犮＝４０ｋＰａ、σ犮＝２０ｋＰａ、ρ犮－ｔａｎφ＝０．２。

如图６所示，当摩擦系数和粘聚力的相关长度

远小于滑面的长犔１和宽犔２时，则犔１／θ１和犔２／θ２犮的

值相应很大。从图６右半部分可知：失效概率狆犳 的

值在稳定系数犉 大于１时趋于０，在稳定系数犉小

于１时趋于１；当摩擦系数和粘聚力的相关长度远

大于滑面的长犔１和宽犔２时，则犔１／θ１和犔２／θ２犮的值

相应很小。从图６左半部分可知：失效概率的值趋

于定值。

图６　当σ狋犪狀φ＝狋犪狀５°，狆犳与犔１／θ１，犔２／θ２犮的关系图

犉犻犵．６　狆犳狏狊犔１／θ１，犔２／θ２犮犳狅狉狏犪狉犻狅狌狊μ

狏犪犾狌犲狊狑犺犲狀σ狋犪狀φ＝狋犪狀５°

　

２．３　给定失效概率下的边坡稳定系数

对于给定的失效概率，稳定系数的值与相关长

度有关。当σｔａｎφ＝ｔａｎ５°时，狆ｆｍａｘ分别取１０％、１％、

０．１％，稳定系数与相关长度 （犔１／θ１，犔２／θ２）的关系

如图７所示。当（犔１／θ１，犔２／θ２）较小时，对不同失效

概率，稳定系数对应于相应的定值，且该值随失效概

率的减小而增加；当 （犔１／θ１，犔２／θ２）较大时，对不同

失效概率，稳定系数趋于１。

图７　当狆犳犿犪狓＝１０％、１％、０．１％，犉犿犻狀与

（犔１／θ１，犔２／θ２）的关系图

犉犻犵．７　犉犿犻狀狏狊（犔１／θ１，犔２／θ２）狑犺犲狀

狆犳犿犪狓＝１０％，１％，０．１％
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２．４　不同方法下边坡失效概率对比

表１中列出了采用蒙特卡洛方法
［１６］计算的失

效概率。表１中均值为滑动面摩擦角的平均值。从

表１可知，该方法的计算结果与蒙特卡洛方法的计

算结果吻合，最大误差为４．８３％，证明了该方法的

有效性。需要指出的是：本文的计算条件为相关长

度 （犔１／θ１，犔２／θ２）趋近于（０，０），由式可知狊
２
ｔａｎφ
等于

σ
２
ｔａｎφ
。

表１　失效概率的对比

犜犪犫犾犲１　犜犺犲狆狉狅犫犪犫犪犾犻狋狔狅犳犳犪犻犾狌狉犲犳狉狅犿犱犻犳犳犲狉犲狀狋犿犲狋犺狅犱狊

均值 方差
稳定

系数

本文方

法失效

概率／％

蒙特卡洛

方法失效

概率／％

相对误

差／％

２４．５° ｔａｎ５° ０．８８４９ ７８．２６ ７６．６３ ２．０８２

２６．０° ｔａｎ５° ０．９４０３ ６６．５８ ６４．３７ ３．３１９

２７．５° ｔａｎ５° ０．９９７２ ５０．２７ ４９．６７ １．１９４

２９．０° ｔａｎ５° １．０５５６ ３６．８５ ３５．０７ ４．８３０

３０．５° ｔａｎ５° １．１１５８ ２２．３８ ２１．３２ ４．７３６

２４．５° ｔａｎ１０° ０．８８４９ ６４．６１ ６４．２５ ０．５５７１

２６．０° ｔａｎ１０° ０．９４０３ ５８．１３ ５７．３５ １．３４１

２７．５° ｔａｎ１０° ０．９９７２ ５０．８７ ５０．１１ １．４９４

２９．０° ｔａｎ１０° １．０５５６ ４３．２４ ４２．３３ ２．１０４

３０．５° ｔａｎ１０° １．１１５８ ３４．６２ ３４．５７ ０．１４４４

３　结论

在岩质或土质边坡中，滑面材料的空间变异性

对边坡的稳定具有重要的影响。采用随机场理论对

岩质边坡进行了三维稳定性分析，建立了边坡失效

概率与相关长度之间的关系。算例表明，相关长度

对边坡失效概率具有重要的影响，不同的相关长度，

导致不同的失效概率。同时，该方法可以退化为二

维问题，其结果和Ｇｒａｖａｎｉｓ的方法一致。随机场理

论的结果，与蒙特卡洛方法计算的结果吻合，验证了

方法的有效性。
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