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不同桩头约束下微倾单桩纵横向受荷
响应计算的三参数法

张磊１，龚晓南２

（１．西安建筑科技大学 土木工程学院，西安７１００５５；２．浙江大学 滨海和城市岩土工程研究中心，杭州３１００５８）

摘　要：为研究桩头转动约束及桩身初始微倾斜对纵横向组合荷载作用下桩身侧向响应的影响，基

于三参数形式的地基水平抗力系数，通过矩阵运算提出了桩身变形和内力的半解析解，并与模型试

验结果及已有解计算结果进行对比以验证其可靠性。计算结果表明：桩头转动刚度增加时，桩顶位

移和地表以下桩身最大弯矩减小，桩顶弯矩和地表以下桩身最大弯矩距离桩顶的距离增大。桩身

初始倾角增加时，桩身最大位移和最大弯矩均线性增大，且随纵向荷载的增加其变化速率逐渐增

大；纵向荷载增加时，桩身最大位移和最大弯矩均增大，且随纵向荷载和桩身初始倾角的增加其变

化速率逐渐增大，而地表以下桩身最大弯矩距离地表的距离呈线性减小。
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　　桩头转动约束对桩基水平承载性状有显著影

响［１］：相同水平荷载下，桩顶固定时桩头水平位移约

为桩顶自由时的２５％；桩顶自由时桩身最大弯矩位

于地表以下某点处，桩顶固定时位于桩顶。现有的

桩基水平承载性状研究一般把桩顶的边界条件取为

自由和固定两种理想化的情形［２４］。对于存在上部

承台的桩基，当桩头嵌入承台的深度不足或承台配

筋量较少时，桩顶附近承台中的混凝土变形或开裂，

导致桩头转动。即使桩与承台锚固牢靠，荷载作用

下承台的旋转仍会带动桩头转动。因此，承台对桩

头的约束弱于桩顶固定并强于桩顶自由。Ｍｏｋｗａ

等［１］和Ｐｒａｋａｓｈ等
［５］分别采用桩头转动刚度（桩头

弯矩与桩头转角的比值）和桩头约束度（桩头弯矩与

桩顶固定时桩头弯矩的比值）定量表示桩头转动约

束。孔令刚等［６］讨论了几种桩头约束定量表征参数

之间的关系，分析了桩身抗弯刚度、水平地基比例系

数、自由段及地表以下桩身长度等因素对各表征参

数的影响。姜丽红等［７］基于经验公式提出了桩顶位

移、桩顶弯矩、地表以下桩身最大弯矩及其所在位置

的简化计算方法。不仅横向荷载可以使桩身产生较

大的侧向变形和内力，由上部结构及桩身自重等引

起的纵向荷载也将因桩身的挠曲变形而产生附加的

桩身 弯 矩 和 变 形［８］。张 玲 等［９］、Ｚｈａｎｇ 等
［１０］、

Ｈｉｒａｉ
［１１］等针对不同工况，分别提出了纵横向组合荷

载作用下桩身侧向变形和内力的计算方法，并分析

了纵向荷载对桩身响应的影响。然而，已有的考虑

桩头转动约束的桩基水平承载性状研究没有考虑纵

向荷载的影响。

在实际工程中，桩身初始微倾斜普遍存在并可

由多种原因引起［１２１３］：压入或打入土体的预制桩，垂

直度控制不好导致桩身倾斜；灌注桩施工时，桩孔倾

斜导致桩身倾斜。对于纵横向受荷的桩基，由纵向

荷载引起的桩身附加弯矩和附加变形可因桩身初始

微倾斜而进一步加大。基于室内模型试验，赵明华

等［１４］研究了纵横向组合荷载作用下微倾木桩的水

平承载性状；李微哲等［１５］提出了层状地基中地基水

平抗力系数随深度线性增加时桩身侧向响应的幂级

数解。

本文基于更具一般性的三参数形式的地基水平

抗力系数，采用桩头转动刚度表征桩头转动约束的

程度，推导出纵横向组合荷载作用下微倾单桩侧向

变形和内力的半解析解。编制了计算程序，通过与

模型试验结果及已有解计算结果的对比，验证了所

得解的可靠性。分析了桩头转动约束、桩身初始微

倾斜、纵向荷载等对桩身响应的影响。

１　控制方程与解

１．１　建立方程

如图１所示，桩的下半段位于地表以下，上半段

为自由段。桩身倾斜，倾角为θ，以右倾为正，其值远

小于１。自由段桩长为 犎０，地表以下桩长为 犎１。

地表以下桩身分为犗犆段和犆犇 段两段，长度分别

为犾１ 和犾２。在各段上分别建立坐标系。桩顶作用

水平力犙ｐ和纵向力犖ｐ。由于桩头转动刚度物理意

义明确，且在工程实践中易于通过计算或实测获

得［６］，在求解时采用桩头转动刚度犓ｍ 表征桩头转

动约束的程度。当犓ｍ＝０ｋＮ·ｍ／ｒａｄ时，桩顶自

由，桩顶可自由的水平移动和转动；桩头约束的程度

随犓ｍ 的增加而增强；当犓ｍ 的值趋近于∞时，桩顶

固定，桩顶的转角为零但仍可水平移动。桩底约束

对桩身侧向变形和内力的影响随地表以下桩长的增

加而减小；当地表以下桩长超过１０倍桩径时，桩底

约束对桩身侧向响应的影响可忽略不计。因此，为

简化计算，桩底约束取为３种理想情况：桩底自由，

即桩底的剪切力和弯矩为零，适用于桩底以下为软

弱土体；桩底铰接，即桩底弯矩和位移为零，适用于桩

底与岩石接触或嵌入岩石的长度较小；桩底固定，即

桩底转角和位移为零，适用于桩底嵌入硬土或岩石的

长度较大。地表以上桩身分布荷载取狇（狕Ｇ）＝狇０＋

Δ狇狕Ｇ／犎０，式中狕Ｇ 为自由段纵坐标，狇０ 和（狇０＋Δ狇）

分别为桩顶及犗点处分布荷载集度。地表以上桩身

轴力：犖Ｇ＝犖ｐ＋犳０狕Ｇ，犗犆段桩身轴力：犖Ｅ
１
＝犖ｐ＋

犳０犎０＋犳１狕Ｅ
１
，犆犇段桩身轴力：犖Ｅ

２
＝犖ｐ＋犳０犎０＋

犳１犾１＋犳１狕Ｅ
２
，式中：狕Ｅ

１
和狕Ｅ

２
分别为犗犆段和犆犇 段

的纵坐标；犳０ 为地表以上桩身轴力增长系数，取为

桩身横截面积与桩身重度之积；犳１ 为地表以下桩身
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轴力增长系数，取值方法由文献［１６］给出。狌ｔＧ、狌
ｔ
Ｅ
１

和狌ｔＥ
２
分别表示荷载作用下地表以上、犗犆段和犆犇

段桩身轴线的横坐标，若用狌Ｇ、狌Ｅ
１
和狌Ｅ

２
分别表示

荷载作用下地表以上、犗犆段和犆犇 段桩身水平位

移，则有

狌ｔＧ ＝狌Ｇ＋θ（犎０＋犎１－狕Ｇ） （１ａ）

狌Ｅ狋
１
＝狌Ｅ

１
＋θ（犎１－狕Ｅ

１
） （１ｂ）

狌Ｅ狋
２
＝狌Ｅ

２
＋θ（犾２－狕Ｅ

２
） （１ｃ）

图１　考虑桩头约束的微倾单桩纵横向受荷示意图

犉犻犵．１　犛犮犺犲犿犪狋犻犮犱犻犪犵狉犪犿狅犳犪狊犾犻犵犺狋犾狔犻狀犮犾犻狀犲犱

狊犻狀犵犾犲狆犻犾犲狑犻狋犺狆犪狉狋犻犪犾狆犻犾犲犺犲犪犱犳犻狓犻狋狔狌狀犱犲狉

犮狅犿犫犻狀犲犱狏犲狉狋犻犮犪犾犪狀犱犾犪狋犲狉犪犾犾狅犪犱狊

　

　　犗犆段和犆犇 段地基水平抗力系数采用三参数

形式表示，分别为：犽１ ＝犿（狕０＋狕Ｅ
１
）狀 和犽２ ＝犿·

（狕０＋犾１＋狕Ｅ
２
）狀，式中犿 和狀分别为比例系数和指

数，均可通过经验或实测确定。当狕０ 和狀采用不同

的取值方法时，本文方法可化为单参数法（如常数

法、ｍ法和Ｃ值法）和双参数法，因此，采用的三参

数形式的地基水平抗力系数更具一般性。假定土反

力向左为正，则犗犆段土反力：狆１ ＝犽１犫狌Ｅ
１
，犆犇 段

土反力：狆２ ＝犽２犫狌Ｅ
２
，式中犫为桩身宽度或直径。

犗犆段上桩身轴力满足：犖Ｅ
１ ＞２ 犽１槡 犫犈犐，犆犇段上

满足：犖Ｅ
２ ＜２ 犽２槡 犫犈犐，式中犈犐为桩身抗弯刚度。

位移向右为正，转角以左倾为正，弯矩以桩身左

侧受拉为正，剪切力以形成顺时针力矩为正。类似

文献［１５］，地表以上桩身挠曲线微分方程为

犈犐
ｄ３狌Ｇ
ｄ狕３Ｇ

＋犖Ｇ

ｄ狌Ｇ
ｄ狕Ｇ

＝犙狆＋犖Ｇθ＋狇０狕Ｇ＋
Δ狇
２犎０
狕２Ｇ

（２）

　　另外，自由段桩身转角φＧ、弯矩 犕Ｇ 和剪切力

犙Ｇ 与桩身水平位移的关系分别为：φＧ＝
ｄ狌Ｇ
ｄ狕Ｇ
、犕Ｇ＝

犈犐
ｄ２狌Ｇ
ｄ狕２Ｇ

和犙Ｇ ＝犈犐
ｄ３狌Ｇ
ｄ狕３Ｇ

＋犖Ｇ

ｄ狌Ｇ
ｄ狕Ｇ

－犖Ｇθ。

对于犗犆段，同样可得

犙Ｅ
１
＝犈犐

ｄ３狌Ｅ
１

ｄ狕Ｅ３
１

＋犖Ｅ
１

ｄ狌Ｅ
１

ｄ狕Ｅ
１

－犖Ｅ
１
θ （３）

式中：犙Ｅ
１
为犗犆段上狕犈

１
处桩身剪切力。另外可

得：φＥ１＝
ｄ狌Ｅ

１

ｄ狕Ｅ
１

、犕Ｅ
１
＝犈犐

ｄ２狌Ｅ
１

ｄ狕Ｅ２
１

、
ｄ犙Ｅ

１

ｄ狕Ｅ
１

＝－狆１，式中：

φＥ１ 和犕Ｅ
１
分别为犗犆段上狕Ｅ

１
处桩身转角和弯矩。

式（３）已不能求得解析解和幂级数解，以下给出半解

析解。如图２（ａ）所示，犗犆段被分成狀１ 个等长的小

段。图２（ｂ）以第犻段为例，在该段上建立坐标系，图

中狌Ｅ
１
犻为狕Ｅ

１
犻处桩身水平位移。假定第犻段上桩身

轴力犖Ｅ
１
犻和地基水平抗力系数犽１犻均为常数，分别可

取为 犖Ｅ
１
犻 ＝ 犖ｐ ＋犳０犎０ ＋

犳１（２犻－１）犾１
２狀１

、犽１犻 ＝

犿 狕０＋
（２犻－１）犾１
２狀［ ］１

狀

（犻＝１，２，…，狀１）。将上述两式

代入式（３）并对纵坐标求导数，得第犻段桩身的挠曲

微分线方程

犈犐
ｄ４狌Ｅ

１
犻

ｄ狕Ｅ４
１
犻

＋犖Ｅ
１
犻

ｄ２狌Ｅ
１
犻

ｄ狕Ｅ２
１
犻

＋犽１犻犫狌Ｅ
１
犻 ＝０ （４）

并有：φＥ１犻 ＝
ｄ狌Ｅ

１
犻

ｄ狕Ｅ
１
犻

、犕Ｅ
１
犻 ＝犈犐

ｄ２狌Ｅ
１
犻

ｄ狕Ｅ２
１
犻

、犙Ｅ
１
犻 ＝犈犐·

ｄ３狌Ｅ
１
犻

ｄ狕Ｅ３
１
犻

＋犖Ｅ
１
犻

ｄ狌Ｅ
１
犻

ｄ狕Ｅ
１
犻

－犖Ｅ
１
犻θ，式中φＥ１犻、犕Ｅ

１
犻和犙Ｅ

１
犻分

别为第犻段上狕Ｅ
１
犻处桩身转角、弯矩和剪切力。

图２　地表以下桩身和桩段示意图

犉犻犵．２　犛犮犺犲犿犪狋犻犮犱犻犪犵狉犪犿狊狅犳狆犻犾犲狊犺犪犳狋

犪狀犱狆犻犾犲狊犲犵犿犲狀狋狊狌狀犱犲狉犵狅狌狀犱

　

同理，犆犇段被分成狀２ 个等长的小段。如图２（ｃ）

所示，在第犼段上建立坐标系，图中狌Ｅ
２犼
为狕Ｅ

２犼
处桩

身水平位移，则第犼段桩身挠曲线微分方程为

犈犐
ｄ４狌Ｅ

２犼

ｄ狕Ｅ４
２犼

＋犖Ｅ
２犼

ｄ２狌Ｅ
２犼

ｄ狕Ｅ２
２犼

＋犽２犼犫狌Ｅ２犼 ＝０ （５）

式中：犖Ｅ
２犼 ＝ 犖ｐ＋犳０犎０＋犳１犾１＋

犳１（２犼－１）犾２
２狀２

，
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犽２犼 ＝犿 狕０＋犾１＋
（２犼－１）犾２
２狀［ ］２

狀

（犼＝１，２，…，狀２）。

并有：φＥ２犼 ＝
ｄ狌Ｅ

２犼

ｄ狕Ｅ
２犼

，犕Ｅ
２犼 ＝犈犐

ｄ２狌Ｅ
２犼

ｄ狕Ｅ２
２犼

，犙Ｅ
２犼 ＝犈犐·

ｄ３狌Ｅ
２犼

ｄ狕Ｅ３
２犼

＋犖Ｅ
２犼

ｄ狌Ｅ
２犼

ｄ狕Ｅ
２犼

－犖Ｅ
２犼θ，式中：φＥ２犼、犕Ｅ

２犼
和犙Ｅ

２犼

分别为第犼段上狕Ｅ
２犼
处桩身转角、弯矩和剪切力。

１．２　各段上的解

求解式（２），并利用地表以上桩身转角、弯矩和

剪切力与桩身水平位移的关系，得到该段桩身侧向

响应的幂级数解

犝Ｇ（狕Ｇ）＝犃Ｇ（狕Ｇ）犝ｐ （６）

式中：犝ｐ＝［狌ｐ，φｐ，犕ｐ，犙ｐ，１］
Ｔ，表示桩顶的变形和

内力；犝Ｇ＝［狌Ｇ，φＧ，犕Ｇ，犙Ｇ，１］
Ｔ，表示狕Ｇ 处桩身变

形和内力；犃Ｇ ＝

１ 犛Ｇ１ 犜Ｇ１ 犞Ｇ１ 犚Ｇ１

０ 犛Ｇ２ 犜Ｇ２ 犞Ｇ２ 犚Ｇ２

０ 犛Ｇ３ 犜Ｇ３ 犞Ｇ３ 犚Ｇ３

０ ０ ０ １ 犚Ｇ５

熿

燀

燄

燅０ ０ ０ ０ １

，犚Ｇ、

犛Ｇ、犜Ｇ、犞Ｇ 已由文献［１５］给出，本文不再赘述。

求解式（４），并利用犗犆段上第犻段桩身转角、弯

矩和剪切力与桩身水平位移的关系，得到第犻段桩

身侧向响应的解析解

犝Ｅ
１
犻（狕Ｅ

１
犻）＝犔Ｅ

１
犻（狕Ｅ

１
犻）犝Ｅ

１
犻，０ （７）

式中：犝Ｅ
１
犻，０＝［狌Ｅ

１
犻，０，φＥ１犻，０，犕Ｅ１犻，０，犙Ｅ１犻，０，１］

Ｔ，表示犗犆

段上第犻段桩身顶点处的变形和内力；犝Ｅ
１
犻（狕Ｅ

１
犻）＝

［狌Ｅ
１
犻，φＥ１犻，犕Ｅ

１
犻，犙Ｅ

１
犻，１］

Ｔ，表示第犻段上狕Ｅ
１
犻处桩身

变形和内力；犔Ｅ
１
犻（狕Ｅ

１
犻）＝犅Ｅ

１
犻（狕Ｅ

１
犻）犅

－１
Ｅ
１
犻（０），犅Ｅ

１
犻＝

犪犻 －λ１犻犮犻 －犈犐λ
２
１犻犪犻 －犈犐λ１犻λ

２
２犻犮犻 ０

犮犻 λ１犻犪犻 －犈犐λ
２
１犻犮犻 犈犐λ１犻λ

２
２犻犪犻 ０

犳犻 －λ２犻狊犻 －犈犐λ
２
２犻犳犻 －犈犐λ

２
１犻λ２犻狊犻 ０

狊犻 λ２犻犳犻 －犈犐λ
２
２犻狊犻 犈犐λ

２
１犻λ２犻犳犻 ０

０ ０ ０ －犖Ｅ
１
犻θ

熿

燀

燄

燅１

Ｔ

，犪犻 ＝

ｃｏｓ（λ１犻狕Ｅ
１
犻），犮犻＝ｓｉｎ（λ１犻狕Ｅ

１
犻），犳犻＝ｃｏｓ（λ２犻狕Ｅ

１
犻），狊犻＝

ｓｉｎ（λ２犻狕Ｅ
１
犻），λ１犻 槡＝ ２ α１犻＋ α

２
１犻－γ１槡槡 犻，λ２犻 槡＝ ２·

α１犻－ α
２
１犻－γ１槡槡 犻，α１犻＝

犖Ｅ
１
犻

４犈犐
，γ１犻＝

犽１犻犫

４犈犐
。

求解式（５），并利用犆犇 段上第犼段桩身转角、

弯矩和剪切力与桩身水平位移的关系，得到第犼段

桩身侧向响应的解析解

犝Ｅ
２犼
（狕Ｅ

２犼
）＝犔Ｅ

２犼
（狕Ｅ

２犼
）犝Ｅ

２犼
，０ （８）

式中：犝Ｅ
２犼
，０＝［狌Ｅ

２犼
，０，φＥ２犼，０，犕Ｅ

２犼
，０，犙Ｅ

２犼
，０，１］

Ｔ，表示

犆犇段上第犼 段桩身顶点处的变形和内力；犝Ｅ
２犼

（狕Ｅ
２犼
）＝［狌Ｅ

２犼
，φＥ２犼，犕Ｅ２犼，犙Ｅ２犼，１］

Ｔ，表示第犼段上狕Ｅ
２犼

处桩身变形和内力；犔Ｅ
２犼
（狕Ｅ

２犼
）＝犅Ｅ

２犼
（狕Ｅ

２犼
）犅－１Ｅ

２犼
（０），

犅Ｅ
２犼
＝

η犼犵犼 η犼（λ３犼犵犼－λ４犼狋犼） －２犈犐η犼（α２犼犵犼＋λ３犼λ４犼狋犼） －２γ２犼犈犐η犼（λ３犼犵犼＋λ４犼狋犼） ０

η犼狋犼 η犼（λ４犼犵犼＋λ３犼狋犼） ２犈犐η犼（λ３犼λ４犼犵犼－α２犼狋犼） ２γ２犼犈犐η犼（λ４犼犵犼－λ３犼狋犼） ０

δ犼犵犼 －δ犼（λ３犼犵犼＋λ４犼狋犼） －２犈犐δ犼（α２犼犵犼－λ３犼λ４犼狋犼） ２γ２犼犈犐δ犼（λ３犼犵犼－λ４犼狋犼） ０

δ犼狋犼 δ犼（λ４犼犵犼－λ３犼狋犼） －２犈犐δ犼（λ３犼λ４犼犵犼＋α２犼狋犼） ２γ２犼犈犐δ犼（λ４犼犵犼＋λ３犼狋犼） ０

０ ０ ０ －犖Ｅ
２犼θ

熿

燀

燄

燅１

Ｔ

，

η犼＝ｅ
λ３犼狕Ｅ２犼，δ犼＝ｅ

－λ３犼狕Ｅ２犼，犵犼＝ｃｏｓ（λ４犼狕Ｅ２犼），狋犼＝

ｓｉｎ（λ４犼狕Ｅ２犼），λ３犼 ＝ γ２犼－α２槡 犼，λ４犼 ＝ γ２犼＋α２槡 犼，

γ２犼＝
犽２犼犫

４槡犈犐，α２犼＝
犖Ｅ

２犼

４犈犐
。

１．３　求解过程

首先，用二分法近似求得图１中犆点位置，也即

得到犾１ 和犾２ 的值。然后，基于桩身响应在图１中犗

点和犆点处的连续性，结合桩顶、底的边界条件，得

到桩顶未知的边界值

狌ｐｕ＝－ψ
－１
１ψ２狌ｐｋ （９）

式 中：狌ｐｕ ＝ ［狌ｐ，φｐ］
Ｔ，狌ｐｋ ＝ ［犙ｐ，１］

Ｔ，ψ１ ＝

υ犃Ｇｕ（犎０），ψ２＝υ犃Ｇｋ（犎０），υ＝犔Ｅ２狀２ｋ
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ２（狀２－１）

犾２
狀（ ）２ … 犔Ｅ

２
１

犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

１
狀
１

犾１
狀（ ）１ 犔Ｅ

１
（狀
１
－１）

犾１
狀（ ）１ …

犔Ｅ
１
１

犾１
狀（ ）１ 。 犃Ｇｕ （ 犎０ ） ＝

犃Ｇ１１（犎０） 犃Ｇ１２（犎０）＋犓犿犃Ｇ１３（犎０）

犃Ｇ２１（犎０） 犃Ｇ２２（犎０）＋犓犿犃Ｇ２３（犎０）

犃Ｇ３１（犎０） 犃Ｇ３２（犎０）＋犓犿犃Ｇ３３（犎０）

犃Ｇ４１（犎０） 犃Ｇ４２（犎０）＋犓犿犃Ｇ４３（犎０）

犃Ｇ５１（犎０） 犃Ｇ５２（犎０）＋犓犿犃Ｇ５３（犎０

熿

燀

燄

燅）

（犃Ｇ１１（犎０），

犃Ｇ２１（犎０）…，犃Ｇ５３（犎０）均取自矩阵犃Ｇ（犎０），如犃Ｇ４３

（犎０）为矩阵犃Ｇ（犎０）中第４行第３列的元素，下

同。）， 犃Ｇｋ （ 犎０ ） ＝

犃Ｇ１４（犎０）犃Ｇ２４（犎０）犃Ｇ３４（犎０）犃Ｇ４４（犎０）犃Ｇ５４（犎０）

犃Ｇ１５（犎０）犃Ｇ２５（犎０）犃Ｇ３５（犎０）犃Ｇ４５（犎０）犃Ｇ５５（犎０［ ］）
Ｔ

。

桩底自由时：犔Ｅ
２
狀
２
ｋ

犾２
狀（ ）２ ＝
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犔Ｅ
２
狀
２
，３１
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３２
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３３
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３４
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３５
犾２
狀（ ）２

犔Ｅ
２
狀
２
，４１
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，４２
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，４３
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，４４
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，４５
犾２
狀（ ）

熿

燀

燄

燅２

；桩 底 铰 接 时：犔Ｅ
２
狀
２
ｋ

犾２
狀（ ）２ ＝

犔Ｅ
２
狀
２
，１１
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，１２
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，１３
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，１４
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，１５
犾２
狀（ ）２

犔Ｅ
２
狀
２
，３１
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３２
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３３
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３４
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，３５
犾２
狀（ ）

熿

燀

燄

燅２

；桩 底 固 定 时：犔Ｅ
２
狀
２
ｋ

犾２
狀（ ）２ ＝

犔Ｅ
２
狀
２
，１１
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，１２
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，１３
犾２
狀（ ）２ 犔Ｅ

２
狀
２
，１４
犾２
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　　桩顶弯矩等于桩头转动刚度与桩顶转角的乘

积。至此，桩顶位移、转角、弯矩和剪切力全部得到。

由式（６）～（８）及各分界点处桩身响应的连续性，可

得任意点处桩身变形和内力。

２　算例验证

采用Ｆｏｒｔｒａｎ语言编制了桩身响应计算程序，

现验证解及程序的可靠性。通过室内模型试验，赵

明华等［１４］研究了微倾木桩在纵横向组合荷载作用

下的水平承载性状。第２组第５号试桩主要参数：

地表以上桩长为６６．０ｃｍ，总桩长为１３５．０ｃｍ，桩身

直径为３１．５７ｍｍ，抗弯刚度为４０７．６８６６Ｎ·ｍ２，

桩身初始倾角θ＝０．０１２９ｒａｄ，桩顶自由，即犓ｍ＝０

ｋＮ·ｍ／ｒａｄ，桩底自由。上覆黏土层厚度为３０ｃｍ，

下卧砂土层厚度为７０ｃｍ。地基水平抗力系数中的

参数：犿＝２．１×１０５ｋＮ／ｍ３．８，狕０＝０．１ｍ，狀＝０．８。

桩、土其余参数详见文献［１４］。地表以上桩身无分

布荷载作用，水平力犙ｐ＝２６．９５Ｎ。地表处桩身水

平位移与纵向荷载的实测关系及不计桩侧摩阻力和

桩身重度影响时，本文解和文献［１５］解的计算结果

如图３所示。

图３　地表处桩身水平位移与纵向荷载的关系

犉犻犵．３　 犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀犺狅狉犻狕狅狀狋犪犾狆犻犾犲

犱犻狊狆犾犪犮犲犿犲狀狋犪狋犵狉狅狌狀犱犪狀犱狏犲狉狋犻犮犪犾犾狅犪犱

　

由图３可见，本文解计算值与模型试验实测结

果吻合度较高，所得解及程序是可靠的。另外，本文

地基水平抗力系数比文献［１５］中的更具一般性，计

算值也比文献［１５］解计算值更接近实测结果，说明

本文解更先进。

３　影响因素分析

为探讨桩头转动约束、桩身初始微倾斜及纵向

荷载等对纵横向组合荷载作用下桩身侧向响应的影

响，以某桥梁桩基为例进行分析。地表以上及以下

桩长分别为１５、３０ｍ，桩径为１．８ｍ，桩底自由，桩身

抗弯刚度为９．２７５×１０６ｋＮ·ｍ２；比例系数犿＝６×

１０３ｋＮ／ｍ３．８，狕０＝０．４ｍ，狀＝０．８。地表以上桩身无

分布荷载作用，且该段桩身轴力增长系数犳０＝

６２．３４５ｋＮ／ｍ；为方便计算，假定桩身轴力自地表至

桩底线性减小到零。

３．１　桩头转动约束的影响

分别利用桩顶自由时桩顶位移狌ｆｒｅｅ、桩顶固定

时桩顶弯矩犕ｆｉｘｅｄ及总桩长 犎 对桩顶位移狌ｐ、桩顶

弯矩犕ｐ、地表以下桩身最大弯矩 犕ｍａｘ及其距离桩

顶的距离狕ｍａｘ归一化，得到无量纲的量：桩顶位移比

狌ｐ／狌ｆｒｅｅ、桩顶弯矩比犕ｐ／犕ｆｉｘｅｄ、地表以下桩身最大弯

矩比犕ｍａｘ／犕ｆｉｘｅｄ及地表以下桩身最大弯矩距离桩顶

的距离比狕ｍａｘ／犎。纵向荷载犖ｐ＝１０ＭＮ、桩身初始

倾角θ＝５×１０
－３ｒａｄ，不同的水平荷载下，狌ｐ／狌ｆｒｅｅ、

犕ｐ／犕ｆｉｘｅｄ、犕ｍａｘ／犕ｆｉｘｅｄ及狕ｍａｘ／犎 与桩头转动刚度犓ｍ

的关系如图４所示。

由图４可见，水平荷载的大小对狌ｐ／狌ｆｒｅｅ、犕ｐ／

犕ｆｉｘｅｄ、犕ｍａｘ／犕ｆｉｘｅｄ及狕ｍａｘ／犎 的影响很小，可忽略不

计。当犓ｍ＜１×１０
４ｋＮ·ｍ／ｒａｄ时，近于桩顶自由

状态，桩顶弯矩接近零；桩身最大弯矩位于地表以下

某点处，其值约为桩顶固定时桩顶弯矩的１．８倍。

当犓ｍ 的值在１×１０
４ｋＮ·ｍ／ｒａｄ和１×１０８ｋＮ·ｍ／
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ｒａｄ之间时，随着桩头转动刚度的增加，桩顶位移和

地表以下桩身最大弯矩迅速减小，而桩顶弯矩和地

表以下桩身最大弯矩距离桩顶的距离迅速增大。桩

头转动刚度在１×１０６ｋＮ·ｍ／ｒａｄ附近存在一临界

值，在该点处桩顶弯矩等于地表以下桩身最大弯矩，

且桩身最大弯矩达到最小值；当桩头转动刚度大于

该临界值时，桩顶弯矩超过地表以下桩身最大弯矩

而成为最大弯矩。当犓ｍ＞１×１０
８ｋＮ·ｍ／ｒａｄ时，

近于桩顶固定状态；桩顶位移约为桩顶自由时的

２２％，这与文献［１］的结论相近。

图４　桩身响应与桩头转动刚度的关系

犉犻犵．４　犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狆犻犾犲狉犲狊狆狅狀狊犲狊

犪狀犱犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狅犳狉狅狋犪狋犻狅狀犪犾狉犲狊狋狉犪犻狀狋

３．２　桩身初始微倾斜的影响

分别利用θ＝０ｒａｄ时的桩顶位移狌ｖｐ和桩身最

大弯矩犕ｖｍａｘ及总桩长犎 对桩顶位移狌ｐ、桩身最大

弯矩犕ｍａｘ及其距离桩顶的距离狕ｍａｘ归一化，得到无

量纲的量：桩顶位移比狌ｐ／狌ｖｐ、最大弯矩比 犕ｍａｘ／

犕ｖｍａｘ及桩身最大弯矩距离桩顶的距离比狕ｍａｘ／犎。

纵向荷载犖ｐ＝１０ＭＮ、水平荷载犙ｐ＝２５０ｋＮ，不同

的桩头转动刚度下，狌ｐ／狌ｖｐ、犕ｍａｘ／犕ｖｍａｘ及狕ｍａｘ／犎 与

桩身初始倾角的关系如图５所示。

图５　桩身响应与桩身初始倾角的关系

犉犻犵．５　 犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狆犻犾犲狉犲狊狆狅狀狊犲狊

犪狀犱犻狀犻狋犻犪犾犻狀犮犾犻狀犪狋犻狅狀犪狀犵犾犲狅犳狆犻犾犲狊犺犪犳狋

　

由图５（ａ）、（ｂ）可见，随着桩身初始倾角的增

加，桩身最大位移和最大弯矩均线性增大，且在桩头

转动刚度增加时其变化速率保持不变。桩身初始倾
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角从０ｒａｄ增至１×１０－２ｒａｄ时，桩身最大位移和最

大弯矩均增加约４２％。由图５（ｃ）可见，犓ｍ＝１×

１０３ｋＮ·ｍ／ｒａｄ及犓ｍ＝５×１０
５ｋＮ·ｍ／ｒａｄ时，桩身

最大弯矩位于地表以下某点处，且其位置随桩身初

始倾角的增加而保持不变。另外，计算结果表明当

犓ｍ＝１×１０
８ｋＮ·ｍ／ｒａｄ时，桩身最大弯矩位于桩

顶。因此，纵横向组合荷载作用下桩身侧向响应受

桩身初始微倾斜的影响较大，不容忽视。

３．３　纵向荷载的影响

桩头转动刚度犓ｍ＝５×１０
４ｋＮ·ｍ／ｒａｄ、水平力

犙ｐ＝３５０ｋＮ；桩身最大位移、最大弯矩以及最大弯

矩距离地表的距离在不同的桩身初始倾角下与纵向

荷载的关系如图６所示。

图６　桩身响应与纵向荷载的关系

犉犻犵．６　犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狆犻犾犲狉犲狊狆狅狀狊犲狊犪狀犱狏犲狉狋犻犮犪犾犾狅犪犱

由图６（ａ）、（ｂ）可见，随着纵向荷载的增加，桩

身最大位移和桩身最大弯矩均增大，当纵向荷载较

小时其变化速率较小。随着纵向荷载和桩身初始倾

角的增加，其变化速率逐渐增大。在纵向荷载施加

的后期，随着纵向荷载的增加，桩身最大位移和桩身

最大弯矩急剧增大，此时，桩基处于失稳状态。桩身

最大位移和桩身最大弯矩受桩身初始微倾斜的影响

随纵向荷载的增加而增大。由图５（ｃ）可见，随着纵

向荷载的增加，桩身最大弯矩距离地表的距离呈线

性减小。

４　结论

基于三参数形式的地基水平抗力系数，采用桩

头转动刚度表征桩头转动约束的程度，推导出纵横

向组合荷载作用下微倾单桩侧向变形和内力的半解

析解。计算分析后得到以下结论：

１）随着桩头转动刚度的增加，桩顶位移和地表

以下桩身最大弯矩均减小，桩顶弯矩和地表以下桩

身最大弯矩距离桩顶的距离均增大。桩头转动刚度

存在一临界值，在该点处桩顶弯矩等于地表以下桩

身最大弯矩；当桩头转动刚度大于该临界值时，桩顶

弯矩超过地表以下桩身最大弯矩而成为最大弯矩。

２）随着桩身初始倾角的增加，桩身最大位移和

最大弯矩均线性增大，且在桩头转动刚度增加时其

变化速率保持不变。桩身最大位移和最大弯矩受桩

身初始微倾斜的影响随纵向荷载的增加而增大。桩

身最大弯矩所在位置随桩身初始倾角的增加而保持

不变。

３）随着纵向荷载的增加，桩身最大位移和桩身

最大弯矩均增大，其变化速率也随纵向荷载及桩身

初始倾角的增加而逐渐增大，而地表以下桩身最大

弯矩距离地表的距离呈线性减小。
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