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考虑主塔刚度影响的非对称悬索桥
竖弯频率估算公式
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摘　要：为方便计算双塔两跨连续体系非对称悬索桥的竖向自振频率，在考虑主塔刚度的影响下，

应用Ｒａｙｌｅｉｇｈ法，推导其１阶竖弯振动频率近似表达式，并提出了主塔刚度影响系数的表达式，最

后对此公式的可行性进行了算例验证。结果表明，主塔刚度对该结构体系的一阶对称竖弯频率有

影响，而对一阶反对称竖弯频率没有影响；可通过主塔刚度影响系数进行计算主塔刚度对一阶对称

竖向弯曲基频的影响程度；解与有限元解之间的误差范围在初步概念设计阶段所允许的要求之内；

所推导的基频近似表达式可用于双塔两跨连续体系非对称悬索桥动力特性估算。
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　　现在修建的地锚式悬索桥多为简支单跨或三跨

连续体系悬索桥，如中国的润扬长江大桥、南京长江

四桥、美国的金门大桥及英国的Ｓｅｖｅｒｎ桥等。由于

受地形等条件的限制，须修建非对称悬索桥，如西堠

门大桥及正在建设的坭州水道桥等。悬索桥的竖向

弯曲振动频率对行车有着至关重要的影响［１５］，同时

在其初步设计阶段需要选择合理结构计算参数。文

献［６１０］以三跨连续体系对称地锚式悬索桥为研究

对象，在忽略桥塔刚度的影响下和计入主塔纵向抗

弯刚度影响下，推导了该体系的振动基频的近似表

达式；文献［１１１２］对单跨简支悬索桥的振动基频提

出不同的观点；文献［１３］以三塔自锚式悬索桥为研

究对象，推导了该结构体系的振动基频，同时，提出

了关于主塔纵向抗弯刚度影响系数的计算式；而《公

路桥梁抗风设计规范》［１４］仅给出了地锚式单跨简支

悬索桥的一阶竖向弯曲振动的基频的计算式，而未

给出连续体系非对称悬索桥的竖弯频率的计算式；

李国豪［１５］给出了单跨地锚式悬索桥的竖向弯曲振

动基频计算公式；文献［１６］针对双塔两跨连续体系

非对称悬索桥的基频展开研究，但仅仅是通过数值

计算得到，并未提出相关的理论计算表达式，从而使

得工程技术人员无法从理论角度掌握两跨非对称悬

索桥的振动特性。研究结果表明，对两跨连续体系

非对称悬索桥的竖向振动基频的研究甚少未做深入

研究。本文在考虑主塔刚度的影响下，推导其竖向

弯曲振动频率近似表达式。

１　基于犚犪狔犾犲犻犵犺法的非对称连续体系

悬索桥的频率计算方法

１．１　结构体系的势能

在铅垂平面内，当发生１阶弯曲振动时，悬索桥

的势能为各构件的势能之和。

主缆的势能由主缆的弹性势能犝ｃｅ和主缆的重

力势能犝ｃｇ组成。

主缆弹性势能为
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式中：犈ｃ、犃ｃ分别为主缆的弹性模量及横截面面积；

犎犻为第犻跨主缆水平力的增量；犳ｃ、犳ｓ分别为主缆的

垂度；犾ｃｅ、犾ｓｅ分别为主缆虚拟长度；θ为主缆的水平

倾角。

主缆的重力势能为
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式中：犎ｑ为重力作用下的主缆的水平力；η为加劲

梁的振型函数。

加劲梁的势能
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式中：犈Ｓ、犐Ｓ分别为加劲梁的弹性模量及抗弯刚度。

主塔的势能
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式中：犎犻＋１、犎犻分别为犻＋１、犻号主跨的主缆的水平

分力；犛ｔ犻为第犻号主塔的纵向抗弯刚度。

则该体系的势能表达式为
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１．２　结构体系的动能

在铅垂平面内，当发生１阶弯曲振动时，悬索桥

的动能为各构件的动能之和。

主缆的动能为
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式中：犿犮为主缆的单位桥长质量。

加劲梁的动能为
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式中：犿ｓ为加紧梁的单位桥长质量。

主塔的动能
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式中：犿ｔ犻为第犻号主塔的质量。

吊索的动能
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式中：犿ｈ犻为第犻号吊索的质量。

则该体系的动能为
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１．３　地锚式悬索结构的竖弯频率计算表达式

由Ｒａｙｌｅｉｇｈ法可得到该体系的竖弯频率计算

表达式为
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　　文献［６，９］研究指出，在该体系势能中，加劲梁、

吊索及主塔的势能在该结构体系中为次要位置，因

此，在该体系势能中仅需计入主缆的势能；该体系动

能中，主缆及加劲梁的动能据主要地位，因此，在该

体系的动能中仅需计入加劲梁和主缆的动能。则可

将式（１３）可简化为

ω
２
＝

狀

犻＝１

犎２犻犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
狀

犻＝１

犎２犻犾ｓｅ
犈ｃ犃ｃ

＋犎ｑ∫Ｌ

η
（ ）狓

２

ｄ狓

∫Ｌ

（犿ｃ＋犿ｓ）
η
（ ）狋

２

ｄ狓

（１４）

２　典型双塔两跨连续体系非对称悬索

桥竖向弯曲振动基本振型

　　由该体系的结构特点分析可知，其１阶竖向弯

曲振动的振型如图１、图２所示。

图１　１阶对称竖弯振型

犉犻犵．１　犕狅犱犲狊犺犪狆犲狅犳犳犻狉狊狋狊狔犿犿犲狋狉犻犮狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀

图２　１阶反对称竖弯振型

犉犻犵．２　犕狅犱犲狊犺犪狆犲狅犳犳犻狉狊狋犪狊狔犿犿犲狋狉犻犮狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀
　

２．１　１阶对称竖向弯曲振动的基本振型变形协调

方程

　　由结构变形协调原理，可得其１阶对称竖弯时

边跨和主跨的变形协调方程分别为

狌ｔ１ ＝
犎１犾ｓ１
犈ｃ犃ｃ

１

ｃｏｓθ１
（１５）

狌ｔ２ ＝
犎３犾ｓ２
犈ｃ犃ｃ

１

ｃｏｓθ２
（１６）

－（狌ｔ１＋狌ｔ２）＝
犎２犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

－
狇
犎ｑ∫犾ｃηｄ狓

（１７）

　　主塔１阶对称自由振动时的变形如图３所示，

则其力学平衡方程为

犎２ ＝犛ｔ狌ｔ１＋犎１ （１８）

犎２ ＝犛ｔ狌ｔ２＋犎３ （１９）

图３　１阶对称主塔受力图

犉犻犵．３　犜狅狑犲狉犳狅狉犮犲犱犻犪犵狉犪犿犻狀犳犻狉狊狋狊狔犿犿犲狋狉犻犮狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀

　

由式（１５）～（１９）联立求解可得

犎１ ＝

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１

狇
犎狇∫犾ｃηｄ狓

犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
犾ｓ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
＋

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

（２０）

犎２ ＝

狇
犎ｑ∫犾ｃηｄ狓

犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
犾ｓ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
＋

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

（２１）

犎３ ＝

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

狇
犎ｑ∫犾ｃηｄ狓

犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
犾ｓ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
＋

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

（２２）

２．２　１阶反对称竖弯基本振型变形协调方程及主

塔受力平衡方程

根据变形协调原理，可得其１阶反对称竖弯时

的边跨和主跨变形协调方程，分别为
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－狌ｔ１ ＝
犎１犾ｓ１
犈ｃ犃ｃ

１

ｃｏｓθ１
（２３）

狌ｔ２ ＝
犎３犾ｓ２
犈ｃ犃ｃ

１

ｃｏｓθ２
（２４）

狌ｔ１－狌ｔ２ ＝
犎２犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

－
狇
犎ｑ∫犾ｃ狏ｄ狓

（２５）

　　主塔１阶反对称自由振动的时的变形如图４所

示，其力学平衡方程为

犎２＋犛ｔ狌ｔ１ ＝犎１ （２６）

犎３＋犛ｔ狌ｔ２ ＝犎２ （２７）

图４　１阶反对称主塔受力图

犉犻犵．４　犜狅狑犲狉犳狅狉犮犲犱犻犪犵狉犪犿犻狀犳犻狉狊狋犪狊狔犿犿犲狋狉犻犮狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀

　

　　由式（２３）～（２７）可求得

犎１＝

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１

狇
犎ｑ∫犾ｃηｄ狓

犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
犾ｓ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
＋

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

（２８）

犎２＝

狇
犎ｑ∫犾ｃηｄ狓

犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
犾ｓ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
＋

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

（２９）

犎３＝

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

狇
犎ｑ∫犾ｃηｄ狓

犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
犾ｓ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
＋

犾ｓ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

（３０）

３　１阶对称竖向弯曲频率计算式

加劲梁１阶对称的振型如图５所示，设其边、主

跨加劲梁的振型函数分别为

图５　加劲梁１阶对称竖弯振型

犉犻犵．５　犕狅犱犲狊犺犪狆犲狅犳狊狋犻犳犳犲狀犻狀犵犵犻狉犱犲狉犳犻狉狊狋

狊狔犿犿犲狋狉犻犮狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀

ηｓ＝犃ｓｓｉｎ
π狓
犾ｓ
ｓｉｎ（ω狋＋φ）　狓∈ （０，犾ｓ）（３１）

ηｃ＝犃ｓｉｎ
π狓
犾ｃ
ｓｉｎ（ω狋＋φ）　狓∈ （犾ｓ，犾ｓ＋犾ｃ）

（３２）

　　由于加劲梁的满足变形协调条件，即ηｓ′狘狓＝犾ｓ ＝

ηｃ′狘狓＝犾ｓ，

即 犃ｓ
π
犾ｓ
＝－犃

π
犾ｃ

（３３）

　　经简化可得

犃ｓ＝－犃
犾ｓ
犾ｃ
＝－犽犃 （３４）

　　于是，可得


狀

犻＝１

犎２犻犔ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
狀

犻＝１

犎２犻犔ｓｅ
犈ｃ犃ｃ

＝４犃
２ 犾ｃ（ ）π

２ ８犳
犾２（ ）犮

２

ξ

（３５）

式中：ξ为主塔抗弯刚度影响系数，其表达式为

ξ＝γ
２
０ γ

２
１

犾ｓｅ１
犈ｃ犃ｃ

＋
犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋γ
２
２

犾ｓｅ２
犈ｃ犃［ ］ｃ （３６）

γ０ ＝
犈ｃ犃ｃ

犾ｃｅ＋
犾ｓ１

ｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１／犈ｃ犃ｃ
＋

犾ｓ２
ｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２／犈ｃ犃ｃ

＝

犈２ｃ犃
２
ｃ

犈ｃ犃ｃ犾ｃｅ＋
犈ｃ犃ｃ犾ｓ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
＋

犈ｃ犃ｃ犾ｓ２
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２

（３７）

γ１ ＝
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ１＋犛ｔ犾ｓ１
（３８）

γ２ ＝
犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２

犈ｃ犃ｃｃｏｓθ２＋犛ｔ犾ｓ２
（３９）

　　由式（３６）～（３９）分析可知，主塔抗弯刚度影响

系数ξ不仅与主塔纵向抗弯刚度有关，而且与结构

体系参数有关。由此分析不难发现，当主缆轴向刚度

犈ｃ犃ｃ远大于主塔纵向抗弯刚度犛ｔ犾ｓ２时，主塔刚度影

响系数趋于１，此时主塔纵向抗弯刚度对该结构体

系的１阶对称竖弯基频的影响趋于零。

犎ｑ∫Ｌ

η
（ ）狓

２

ｄ狓＝犃
２π

２

２犾ｃ
（１＋犽）

犾２ｃ
８犳（ ）ｃ （犿ｃ＋犿ｓ）犵

（４０）

∫Ｌ

（犿ｃ＋犿ｓ）
η
（ ）狋

２

ｄ狓＝
１

２
（犿ｃ＋犿ｓ）犃

２犾ｃ（犽
３
＋１）

（４１）

　　将式（３５）～（４１）代入式（１４），可得该体系的１

阶竖弯对称基频近似计算表达式为

ω
２
＝

８
犾ｃ（ ）π

２ ８犳
犾（ ）２ｃ

２

ξ
犾ｃ
＋（１＋犽）

π
犾（ ）ｃ

２ 犾２犮
８犳（ ）ｃ （犿ｃ＋犿ｓ）犵

（犿ｃ＋犿ｓ）（犽
３
＋１）

（４２）

　　若不计入主塔纵向抗弯刚度对结构体系基频的

影响，此时结构体系的１阶竖弯对称基频近似表达

式为
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ω
２
＝

８
犾ｃ（ ）π

２ ８犳
犾（ ）２ｃ

２
１

犾ｃ
＋（１＋犽）

π
犾（ ）ｃ

２ 犾２ｃ
８犳（ ）ｃ （犿ｃ＋犿ｓ）犵

（犿ｃ＋犿ｓ）（犽
３
＋１）

（４３）

　　此时，主塔抗弯刚度影响系数ξ＝１。

４　１阶反对称竖向弯曲频率计算式

加劲梁１阶反对称的振型其振型如图６所示，

图６　加劲梁１阶反对称竖弯振型

犉犻犵．６　犕狅犱犲狊犺犪狆犲狅犳狊狋犻犳犳犲狀犻狀犵犵犻狉犱犲狉

犳犻狉狊狋犪狊狔犿犿犲狋狉犻犮狏犲狉狋犻犮犪犾狏犻犫狉犪狋犻狅狀

　

设其边、主跨加劲梁的振型函数分别为

ηｓ＝犃ｓｓｉｎ
π狓
犾ｓ
ｓｉｎ（ω狋＋φ）　　狓∈ （０，犾ｓ）（４４）

ηｃ＝犃ｓｉｎ
２π狓
犾ｃ
ｓｉｎ（ω狋＋φ）　　狓∈ （犾ｓ，犾ｓ＋犾ｃ／２）

（４５）

　　由于加劲梁的振型曲线满足变形协调条件，即

η狊′｜狓＝犾ｓ＝η犮′｜狓＝０
，

即 犃ｓ
π
犾ｓ
＝－犃

２π
犾ｃ

（４６）

经简化可得

犃ｓ＝－２犃
犾ｓ
犾ｃ
＝－２犽犃 （４７）

　　于是，可得


狀

犻＝１

犎２犻犾ｃｅ
犈ｃ犃ｃ

＋
狀

犻＝１

犎２犻犾ｓｅ
犈ｃ犃ｃ

＝０ （４８）

　　由式（４８）分析可知，主塔刚度对该结构体系的

１阶反对称竖弯基频无影响。

犎ｇ∫Ｌ

η
（ ）狓

２

ｄ狓＝犃
２
π
２（１＋犽）犾ｃ

（犿ｃ＋犿ｓ）犵
４犳ｃ

（４９）

∫Ｌ

（犿ｃ＋犿ｓ）
η
（ ）狋

２

ｄ狓＝
１

２
犃２（犿ｃ＋犿ｓ）犾ｃ（犽

３
＋１）

（５０）

　　将式（４８）～式（５０）代入式（１４），可得该体系的

１阶竖弯反对称基频的近似计算表达式为

ω
２
＝
犵π

２

２犳ｃ

１
（犽２－犽＋１）

（５１）

５　算例

为验证本文所推导的该体系的竖向弯曲振动的

频率近似公式的计算的精确性，现选取文献［１６］中

的算例作为本文的算例。结构的主要参数和计算的

结果如表１、２所示。

表１　结构的主要参数

犜犪犫犾犲１　犛狋狉狌犮狋狌狉犪犾狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊狅犳狉犲犪犾犫狉犻犱犵犲

构件 犃／ｍ２ 犐／ｍ４ 犿／（ｋｇ·ｍ－１）犈／（ｋＮ·ｍ－１）

加劲梁 １．１２２５ ２．１０１３ １．７６×１０４ ２．０７×１０８

主塔
２９．５６～

５５．５６

２３５．１６９～

８９７．４７９
２．０×１０７

主缆

（单根）

０．４６４６～

０．４８１１

７．６３×１０３～

８．１１×１０３
１．９０×１０８

表２　算例１阶竖弯基频计算结果对比

犜犪犫犾犲２　犉犻狉狊狋犳狌狀犱犪犿犲狀狋犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮犻犲狊狅犳狏犲狉狋犻犮犪犾

狏犻犫狉犪狋犻狅狀犳狅狉狀狌犿犲狉犻犮犪犾犲狓犪犿狆犾犲

算例
有限元

解／Ｈｚ

理论解

１／Ｈｚ

误差

１／％

理论解

２／Ｈｚ

误差

２／％

犳ｓｖ ０．１００５ ０．１１０３ ９．７５ ０．０９５３ ５．１５

犳ａｖ ０．０７８７ ０．０８５１ ８．１３ ０．０８５１ ８．１３

　注：“误差１”为有限元解与理论解１之间的误差，其中“理论解１”

为未计入主塔纵向抗弯刚度时的结构体系基频；“误差２”有限

元解与理论解２之间的误差，其中“理论解２”为计入主塔纵向

抗弯刚度后的结构体系的基频。

算例分析表明，在考虑主塔纵向抗弯刚度影响

后，该体系的一阶对称竖弯基频的计算精度得到进

一步提高，从而表明所推导的竖弯基频近似计算表

达式的有较高的计算精度；所推导的一阶对称竖弯

基频计算误差比一阶反对竖弯基频的计算误差要

小，其原因在于该体系的一阶反对称的振型函数与

真实振型函数存在较大差异，此时，结构实际振型表

现为低阶反对称竖弯震动与纵飘耦合振动。文献

［１６１８］的相关研究亦证明存在上述耦合振型的存

在，因此，所推导的一阶反对称竖弯基频与有限元解

之间的差异较大。

６　结论

１）在计算该体系的一阶对称竖弯基频时，应考

虑主塔纵向抗弯刚度对其影响，其影响程度可用主

塔抗弯刚度影响系数表达式求解；而主塔纵向抗弯

刚度对一阶竖弯反对称基频无影响。

２）采用Ｒａｙｌｅｉｇｈ法，推导了该体系的竖弯基频

计算近似表达式，可用于该体系在初步设计阶段选

择合理的结构计算参数。

３）所推导的一阶竖弯基频计算表达式适用于双

塔两跨连续体系的非对称地锚式悬索桥的基频估

算。为提高该体系竖弯基频的计算精度，在以后研

究中应该计入该体系的纵飘对其影响。
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