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摘　要：暴雨频率曲线拟合是推求暴雨强度公式必不可少的步骤，考虑经验因素进行暴雨频率曲线

拟合，提出将暴雨强度频率曲线拟合作为最优化问题，采用加权阻尼高斯 牛顿迭代算法求解。与

已有方法相比，提出引入权重系数以提高工程常用重现期段拟合精度，避免不同历时暴雨频率曲线

相交；提出应用有限差分法简化雅克比矩阵计算，并在海塞矩阵对角添加阻尼系数改进迭代收敛。

以云南省保山市隆阳区３３ａ实测降雨资料为例，证明了算法的可行性及实用性。
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　　近年来，中国城镇内涝灾害频发，极大危害了人

们的生命财产安全［１］。在开展雨水管网设计、调蓄

工程规划时，许多城镇目前仍采用１９８７版《室外排

水设计规范》规定的暴雨强度公式。随着城市化进

程加速及全球气候持续变暖，各地区降雨特性发生

了较大变化，１９８７版规范的公式存在推源数据过

旧、无法合理反映降雨特征的问题，因此，有必要对

暴雨强度公式进行修编。暴雨频率曲线拟合是推求

暴雨强度公式必不可少的步骤，其通过假定降雨强

度与频率服从某一理论函数分布，采用实测数据对

函数中的参数进行拟合，进而实现降雨强度与降雨

频率关系外延计算，并消除测量误差影响、防止参数

过拟合。

常用的暴雨频率曲线包括皮尔逊ＩＩＩ型分布曲

线（ＰＩＩＩ型曲线）、耿贝尔和指数分布曲线。耿贝尔

和指数分布曲线是ＰＩＩＩ型曲线在犆ｓ＝１．１４和犆ｓ＝

２时的特例，计算相对简单，但拟合精度不高；ＰＩＩＩ

型频率曲线拟合精度高，但计算复杂。针对ＰＩＩＩ型

曲线离均系数计算速度慢、精度低的问题，Ｃｈｅ
［２］应

用Ｅｘｃｅｌ软件简化计算，王正发
［３］指出Ｅｘｃｅｌ计算时

存在数字发散区，提出应用 Ｍａｔｌａｂ软件计算离均系

数。针对暴雨频率曲线拟合，Ｂａｌｉｎ
［４］通过标准化降

水指数模型提高计算效率，崔俊蕊等［５］利用水文频

率分析软件简化试线过程，Ｍａｎｄａｌ等
［６］引入马尔可

夫链模型进行拟合，Ｗｕ等
［７］引入置信区间法提高

拟合精度。上述研究在提高计算效率及拟合精度两

个方面取得了一定成果，但高琳等［８］的最新研究指

出，目前，大多数研究都忽视了实践工程经验因素，

将暴雨频率曲线拟合作为单纯的参数求解问题。高

琳等［８］还提出，对于暴雨强度频率曲线拟合，并非误

差越小越好，而应更多地照顾工程实际要求重现期

段下的样本，这样得到的暴雨强度公式更加符合实

际工程需求。值得注意的是，高琳等虽然给出了参

数拟合准则，但未提出相应算法，其通过反复适线拟

合参数，导致了巨大计算工作量。在考虑经验因素

的情况下，如何高效实现暴雨频率曲线参数拟合是

值得研究的问题。

笔者将暴雨强度频率曲线拟合作为最优化问

题，提出加权阻尼高斯 牛顿迭代算法进行求解。与

已有方法相比，该算法引入权重系数提高工程常用

重现期段拟合精度，通过调节权重系数避免不同历

时理论频率曲线相交问题；再者，采用有限差分法

简化雅克比矩阵计算，并在海塞矩阵对角添加阻尼

系数改进迭代收敛，避免了反复适线导致的巨大计

算量。以云南省保山市隆阳区１９８１—２０１３年３３ａ

间实测降雨资料为例，证明算法的可行性与实

用性。

１　基于最优化的暴雨频率曲线参数拟

合框架

　　选择ＰＩＩＩ型曲线作为理论暴雨频率曲线，其密

度函数为

狔＝ β
α

Γ（α）
（狓－犪０）

α－１ｅ－β
（狓－犪０

） （１）

式中：α＝
４

犆２ｓ
；β＝

２
（珚狓犆ｖ犆ｓ）

；犪０＝珚狓 １－
２犆ｖ
犆（ ）
ｓ

；Г（α）

为伽玛函数；狓、犆ｖ 和犆ｓ 分别为均值、偏差系数及

偏态系数。将参数拟合作为优化问题，目标函数可

写为

犳（狓，犆ｓ，犆ｖ，狋ｐ）＝ （犡ｐ－犡^ｐ）
Ｔ犠（犡ｐ－犡^ｐ）（２）

式中：犡狆为实测暴雨强度，为狀×１的列向量，狀为数

据采集年限；犠 为权重系数矩阵；^犡ｐ 为对应的理论

暴雨强度。在 Ｍａｔｌａｂ环境下，理论暴雨强度 犡^ｐ 可

采用式（３）计算。

犡^ｐ＝犺（狓，犆ｖ，犆ｓ，Τｐ）＝

１

β
ｇａｍｉｎｖ（１－Τｐ，α，１）－犪０ （３）

式中：犜ｐ为降雨频率，其中元素狋ｐ ＝
犿

（狀＋１）
，犿 为

实测暴雨强度从大到小排列的年序次。目标函数的

物理意义是求取参数狓、犆ｖ 和犆ｓ 使理论暴雨强度

犡^ｐ与实测值犡ｐ 间均方差最小，并引入权重系数矩

阵犠 提高工程常用段降雨频率下拟合精度。由于

理论暴雨强度犡^ｐ与参数狓、犆ｖ和犆ｓ非线性相关，故

需采用迭代法求解优化问题［９］。笔者采用阻尼高斯

牛顿迭代法进行求解［１０］，基本思路是采用参数的

矩估计值作为初始值，通过计算雅克比矩阵构造搜

索向量，沿目标函数减小方向修正参数，并在海塞矩

阵对角添加阻尼系数改进迭代收敛性。为便于推

导，记κ＝ ［狓，犆ｖ，犆ｓ］，第犽次迭代的解为

犳（κ
犽
＋Δκ

犽，Τｐ）＝ ［犡ｐ－犺（κ
犽
＋Δκ

犽，Τｐ）］
Ｔ·

犠［犡ｐ－犺（κ
犽
＋Δκ

犽，Τｐ）］ （４）

　　式（４）的一阶线性展开式为

犳（κ
犽
＋Δκ

犽，Τｐ）＝ ［Δ犡
犽
ｐ－犑（κ

犽，Τｐ）Δκ
犽］Ｔ·

犠［Δ犡
犽
ｐ－犑（κ

犽，Τｐ）Δκ
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式中：Δ犡
犽
ｐ ＝ 犡ｐ － 犺（κ

犽，Τｐ）， 雅 克 比 矩 阵
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犑（κ，Τｐ）＝
^犡ｐ

狓

^犡ｐ
犆ｖ

^犡ｐ
犆［ ］

ｓ

，为狀×３矩阵。

由于理论暴雨强度计算涉及伽玛函数和不完全

伽玛函数运算，使得雅克比矩阵解析式推导非常复

杂。采用有限差分法计算雅克比矩阵，如式（６）

所示。

^犡ｐ

狓
＝
犺（狓＋Δ狓，犆ｖ，犆ｓ，犜ｐ）－犺（狓，犆ｖ，犆ｓ，犜ｐ）

Δ狓

^犡ｐ
犆ｖ

＝
犺（狓，犆ｖ＋Δ犆ｖ，犆ｓ，犜ｐ）－犺（狓，犆ｖ，犆ｓ，犜ｐ）

Δ犆ｖ

^犡ｐ
犆ｓ

＝
犺（狓，犆ｖ，犆ｓ＋Δ犆ｓ，犜ｐ）－犺（狓，犆ｖ，犆ｓ，犜ｐ）

Δ犆

烅

烄

烆 ｓ

（６）

　　理论上，在进行有限差分计算时，式（６）中Δ珚狓、

Δ犆ｖ、Δ犆ｓ的取值越小，计算结果越接近解析解，但取

值过小会超出计算机计算精度，反而导致不准确的

计算结果［１１］。经过尝试，在差分过程中，推荐Δ狓＝

０．００１，Δ犆ｖ＝０．０１，Δ犆ｓ＝０．０１。根据多元函数极值

理论，当目标函数取得极小值时，应有

犳（κ
犽
＋Δκ

犽，Τｐ）

Δκ
犽 ＝－２犑（κ

犽，Τｐ）
Ｔ·

犠［Δ犡
犽
ｐ－犑（κ

犽，Τｐ）Δκ
犽］＝０ （７）

　　根据式（７）可得

Δκ
犽
＝ ［犑（κ

犽，Τｐ）
Ｔ犠犑（κ

犽，Τｐ）］
－１犑（κ

犽，Τｐ）
Ｔ犠Δ犡

犽
ｐ

（８）

　　为改进迭代收敛性，在海塞矩阵的对角添加阻

尼系数矩阵Γ
［１２］，可得

Δκ
犽
＝ ［犑（κ

犽，Τｐ）
Ｔ犠犑（κ

犽，Τｐ）＋Γ］
－１·

犑（κ
犽，Τｐ）

Ｔ犠Δ犡
犽
ｐ （９）

　　在参数拟合过程中，可设置阻尼系数Γ的取值

随迭代次数的增加而减小，拟合框架如图１所示。

图１　暴雨频率曲线参数拟合框架图

犉犻犵．１　犉狉犪犿犲犱犻犪犵狉犪犿狅犳狆犪狉犪犿犲狋犲狉狊犳犻狋狋犻狀犵

犳狅狉犳狉犲狇狌犲狀犮狔犮狌狉狏犲狅犳狉犪犻狀狊狋狅狉犿
　

２　算例分析

算例分析旨在利用实际降雨数据阐明：１）调节

权重系数提高工程常用段拟合精度；２）调节权重系

数避免暴雨频率曲线相交；３）添加阻尼系数改进迭

代收敛性。值得说明的是，该工程是短历时排水系

统，但所提出方法同样适用于长历时排涝系统的暴

雨频率曲线拟合。

２．１　调节权重系数提高工程常用段拟合精度

通过收集云南省保山市隆阳区１９８１—２０１３年

３３ａ间实测降雨数据，整理出５、１０、１５、２０、３０、４５、

６０、９０、１２０、１５０、１８０ｍｉｎ共１１个降雨历时下的暴雨

强度。对拟合结果进行分析发现，不同暴雨强度的

拟合精度不同，降雨历时越小，拟合精度越低。例

如，５、１０ｍｉｎ的拟合精度远低于１５０、１８０ｍｉｎ拟合

精度，其原因是降雨历时越小，暴雨强度离均系数越

大，尤其对最大值与最小值，往往偏离拟合曲线较

远，如图２所示。以图２中５ｍｉｎ降雨历时下暴雨

强度为例，阐明通过调节权重系数，提高工程常用重

现期段拟合精度。

图２　调节权重系数提高工程常用段拟合精度示意图

犉犻犵．２　犃犱犼狌狊狋犻狀犵狑犲犻犵犺狋犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狋狅犻犿狆狉狅狏犲狋犺犲犳犻狋狋犻狀犵

狆狉犲犮犻狊犻狅狀狅犳犮狅犿犿狅狀狊犲犮狋犻狅狀狅犳犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵
　

如图２中曲线犪所示，当设置权重矩阵犠 中所

有元素为１时，即采用普通的高斯 牛顿法求解优化

问题［１３］，此时，残差Δφ＝
犡ｐ－犡^（ ）ｐ

２

槡 狀
＝０．０８８，

整体拟合最佳，工程常用重现段拟合残差Δφ＝

０．０６２。为进一步提高工程常用段拟合精度，减小其

他段权重系数并保持工程常用段权重系数不变，表

１给出了调整权重系数时残差变化情况。
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表１　调整权重系数时残差变化情况

犜犪犫犾犲１　犆犺犪狀犵犲狅犳狉犲狊犻犱狌犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀犮犲狑犺犲狀

犪犱犼狌狊狋犻狀犵狑犲犻犵犺狋犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋

权重系数

工程常用段 其他段
整体残差

工程常用

段残差
对应曲线

１ １．００００ ０．０８８ ０．０６２ 犪

１ ０．５０００ ０．０８９ ０．０６０ 犫

１ ０．２５００ ０．０９０ ０．０５９ 犮

１ ０．０６２５ ０．０９２ ０．０５５ 犱

如表１所示，随着其他段权重系数减小，整体残

差增大，工程常用段残差减小；对应于图２，曲线逐

步向下偏移，使得适线结果与工程常用段样本点更

贴近。由此可见，通过改变权重系数能对适线结果

进行微调，有效提高工程常用重现期段拟合精度。

但值得说明的是，提高工程常用段拟合精度时，整体

精度会不可避免的下降，且不同案例的精度变化不

同。如果要定量给出精度取值或取值范围，需要收

集多个城市降雨数据进行综合分析，工作量巨大。

鉴于笔者的目的在于证明所提出的算法能高效调整

二者精度，故不对上述问题进行深入分析。

２．２　调节权重系数避免理论频率曲线相交

采用传统高斯 牛顿迭代法进行参数拟合，即设

置权重矩阵犠 中所有元素值为１，将各历时适线结

果绘制在同一海森机率格图上。如图３所示，２０

ｍｉｎ与３０ｍｉｎ降雨历时下理论频率曲线出现相交

趋势，这有悖于暴雨强度随历时增大而减小这一基

本前提，明显不合理。由此可见，如果简单地将暴雨

频率曲线拟合作为数学问题求解，可能导致理论频

率曲线相交这一不合理结果。针对该问题，可通过

改变权重系数对适线结果进行微调，使理论频率曲

线不相交，如图４所示。

图３　不同历时下理论频率曲线相交

犉犻犵．３　犐狀狋犲狉狊犲犮狋犻狀犵狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犳狉犲狇狌犲狀犮狔

犮狌狉狏犲狊犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋犱犻犪犮犺狉狅狀犻犮狋犻犿犲狊

图４　调节权重系数使频率曲线不相交

犉犻犵．４　犃犱犼狌狊狋犻狀犵狋犺犲狑犲犻犵犺狋犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋

狋狅犱犻狊犼狅犻狀狋狋犺犲犳狉犲狇狌犲狀犮狔犮狌狉狏犲
　

２．３　添加阻尼系数改进迭代收敛

高斯 牛顿迭代法的收敛性与初值选取相关，一

般只有当初值比较靠近真值时才能保证迭代收

敛［１４］。以５ｍｉｎ降雨历时下暴雨强度频率曲线拟合

为例，采用矩估计值作为参数狓、犆ｖ、犆ｓ的初值，应用

高斯 牛顿迭代法求解优化问题。如图５所示，迭代

到第６步时，程序提示矩阵奇异、计算不精确，迭代

发散、运算终止。

图５　普通高斯牛顿迭代法收敛情况

犉犻犵．５　犆狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲狅犳狅狉犱犻狀犪狉狔犌犪狌狊狊犖犲狑狋狅狀

犻狋犲狉犪狋犻狏犲犿犲狋犺狅犱
　

在海塞矩阵对角添加阻尼系数，如式（９）所示，

阻尼系数初值取１，分别采用一次方衰减（１／犽）及二

次方衰减（１／犽２）进行算法测试，其中，犽 为迭代

次数［１５］。

如图６所示，当阻尼系数一次方衰减时，迭代

４９次达到收敛精度要求（ε＜１０
－４）；当阻尼系数二次

方衰减时，迭代３３次达到收敛精度要求。虽然二次

方衰减法能更快的达到收敛精度，但当初值偏离真

值较远时，不能保证迭代收敛［１６］。建议先采用二次

方衰减法进行初算，若迭代不收敛，则采用一次方或

更低衰减方式，可加大阻尼系数初值进一步改进迭

代收敛性。
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图６　添加阻尼系数改进迭代收敛

犉犻犵．６　犃犱犱犻狀犵犱犪犿狆犻狀犵犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狋狅

犻犿狆狉狅狏犲犻狋犲狉犪狋犻狏犲犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲
　

２．４　基于差分进化算法的优化精度检验

优化问题的求解方法分为确定性算法与随机搜

索算法。采用基于梯度信息的确定性搜索算法，其

特点是计算效率高，但可能陷入局部最优解。差分

进化算法属于随机搜索类算法，特点是计算量大，但

通过多次运算能逼近全局最优解［１７］。为检验所提

出算法优化精度，通过多次运行差分进化算法进行

对比。限于篇幅，以５ｍｉｎ降雨历时下暴雨强度数

据为例，将差分进化算法运行１００次，给出目标函数

残差最小的１０个解与所提出算法解进行对比。其

中，差分进化算法的种群规模取３０，３个参数的搜索

范围均为［０１０］，变异因子犉＝０．６，交叉因子犆ｒ＝

０．６，最大迭代次数犌＝１００。两种算法优化结果及

目标函数残差如表２，其中，Ａ算法为加权阻尼高斯

牛顿迭代算法，Ｂ算法为差分进化算法。

表２　二种算法优化结果及目标函数残差

犜犪犫犾犲２　犜犺犲狅狆狋犻犿犻狕犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狊狅犳狋狑狅犪犾犵狅狉犻狋犺犿狊犪狀犱狋犺犲

犱犻犳犳犲狉犲狀犮犲狅犳狋犺犲狉犲狊犻犱狌犪犾狀狌犿犫犲狉狅犳狋犺犲狅犫犼犲犮狋犻狏犲犳狌狀犮狋犻狅狀

算法 均值犿 犆ｖ 犆ｓ 目标函数残差

Ａ

Ｂ

１．６９５８８２ ０．２８４８０１ ２．８４９５３６ ０．０８８２６２

１．６９５７５８ ０．２８４８３４ ２．８４９４３８ ０．０８８２６２

１．６９５９３６ ０．２８４８１６ ２．８４８０２３ ０．０８８２６２

１．６９５８５１ ０．２８４６９７ ２．８４６２２５ ０．０８８２６２

１．６９５８５５ ０．２８４８００ ２．８４７４４９ ０．０８８２６２

１．６９５８３４ ０．２８４８１９ ２．８５００６ ０．０８８２６２

１．６９５８６８ ０．２８４７６９ ２．８４７７９３ ０．０８８２６２

１．６９５８６５ ０．２８４７６２ ２．８４８２６０ ０．０８８２６２

１．６９５８６８ ０．２８４７５８ ２．８４７３０１ ０．０８８２６２

１．６９５９４８ ０．２８４７６３ ２．８４８６０９ ０．０８８２６２

１．６９５８０６ ０．２８４８４１ ２．８４８００３ ０．０８８２６２

　　如表２所示，为对比计算精度，将结果保留６位

小数。其中，加权阻尼高斯 牛顿迭代法优化所得的

目标函数残差为０．００８８２６２，差分进化算法逼近的

全局最优解的目标函数残差也为０．００８８２６２。虽

然参数优化结果有一定差异，但差异均小于１０－３，

从工程应用角度来看，上述差异可以忽略。因此，可

以认为加权阻尼高斯 牛顿迭代算法能获得全局最

优解。

３　结论

研究了考虑经验因素时的暴雨频率曲线拟合算

法，以云南省保山市隆阳区３３ａ实测降雨资料为例

论证了算法的可行性，得到如下结论：

１）在利用传统的高斯 牛顿法进行暴雨频率曲

线拟合时，迭代可能不收敛，且存在不同历时暴雨频

率曲线相交的问题；

２）通过在海塞矩阵对角添加阻尼系数能保证高

斯 牛顿迭代法的收敛，建议采用阻尼系数二次方衰

减进行暴雨频率曲线拟合。

３）通过调节权重系数能方便对适线结果进行微

调，避免不同历时暴雨频率曲线相交的问题，并提高

工程常用重现期段拟合精度，但如何平衡工程常用

段与整体精度需要进一步研究。

４）由于ＰＩＩＩ型曲线涉及伽玛函数和不完全伽

玛函数运算，雅克比矩阵解析式推导繁复，建议采用

有限差分法简化计算，推荐 Δ珚狓＝０．００１，Δ犆ｖ＝

０．０１，Δ犆ｓ＝０．０１。

５）采用差分进化算法搜索全局最优解，验证了

所提出的加权阻尼高斯牛顿算法同样能获得全局最

优解。文中所有涉及运算都进行了编程，程序运算

时间小于１０ｓ，使繁复的适线工作能在５～１０ｍｉｎ

完成。
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