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稳态流下非饱和土地基承载力模型
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摘　要：基于稳态流下吸应力剖面具有明显非线性的特点，在仅考虑竖向稳定渗流条件下，通过补

充普朗德尔假定，利用刚体平衡方法，推导普朗德尔滑动面范围内滑动土体稳态流下非饱和土地基

的极限承载力计算模型，讨论地下水埋深和比流量变化对地基极限承载力的影响。结果表明：稳态

流下非饱和土地基的极限承载力公式考虑了滑动土体内吸应力非线性分布特点对地基极限承载力

的影响；当土体内吸应力随深度增加呈现出先增大后减小的特点时，地基极限承载力随地下水位埋

深减小呈先减后增的变化趋势；当滑动土体内吸应力随比流量的增大呈现先增后减的趋势时，地基

极限承载力呈现先减小再增大的变化趋势。
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　　地基承载力问题是土力学的经典问题之一
［１３］，

可用极限平衡法和极限分析法进行分析。作为典型

公式的普朗德尔无重介质地基极限承载力公式，在

建立地基极限承载力和滑动面的基本物理概念和分

析途径上具有重要作用。

岩土工程中所遇土体多为非饱和土，降雨或地

下水位抬升往往引起土体内含水量和吸应力的变

化［４７］，从而对非饱和土地基承载力产生影响。近年

来，学者们通过试验研究和理论分析对非饱和土地

基极限承载力开展了大量研究。张常光等［８９］在对

现有非饱和土抗剪强度进行拓展的基础上研究了基

质吸力均匀分布和线性分布下地基极限承载力和地

基临界荷载。李艳等［１０］以三剪统一强度准则及非

饱和土双应力状态变量抗剪强度公式为基础，推导

了非饱和土条形地基太沙基极限承载力的计算公

式。马少坤等［１１］利用增量加载的有限元法，对比分

析不同饱和度对刚性和柔性地基承载力的影响。孟

长江等［１２］以Ｆｒｅｄｌｕｎｄ和包承纲非饱和土强度公式

为基础，分析了考虑常吸力条件下的非饱和土地基

承载力。侯建军等［１３］通过平板载荷试验和静力触

探，分析浸水前后黄土地基承载力损失规律。已有

研究往往忽视了非饱和土中吸应力剖面非线性特点

对地基承载力的影响，或者缺少关于吸应力剖面非

线性特点对地基极限承载力影响的机理分析。

笔者拟在对普朗德尔基本假定进行补充的基础

上，推导稳态流下能够考虑吸应力剖面影响的地基

极限承载力公式，分析不同地下水位埋深和比流量

对地基极限承载力的影响。

１　基本假设与模型

普朗德尔对饱和土地基利用极限平衡理论求

解地基极限承载力时，采用３个假定进行简化计

算：地基为无重介质、基础底面是完全光滑面、基

础埋深小于基础宽度的浅基础；将基底平面当成地

基表面；滑动面只延伸到该假定地基表面。根据特

征线法求解偏微分方程组，获得了相应的地基极限

承载力。当荷载达到极限荷载狆ｕ 时，地基内出现

连续滑动面，滑动土体可分为Ⅰ区朗肯主动区、Ⅱ

区过渡区和Ⅲ区朗肯被动区。滑动面的边界线由

Ⅰ区与水平面成 ± ４５°＋φ（ ）２ 滑动线，Ⅲ区与水

平面成± ４５°－φ（ ）２ 滑动线和连接Ⅰ区、Ⅲ区的对

数螺旋线组成，如图１所示。

文献［１４］基于普朗德尔假定及普朗德尔所确定

图１　无重介质滑动面
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的滑动面形式，利用刚体平衡方法获得了与普朗德

尔地基极限承载力相同的解答。具体做法是，将地

基中滑动土体沿Ⅰ区和Ⅲ区中线切开，如图２所示，

取土体犗犆犈犌犗作为隔离体，利用静力平衡，即对极

点犃的合力矩为零进行求解。其中，犗犃 边为待求

极限承载力狆ｕ，犃犌边为侧荷载狇，犗犆边为朗肯主动

土压力狆ａ，犌犈边为朗肯被动土压力狆ｐ，对于饱和土

土压力沿深度方向均匀分布（图２中虚线所示），犆犈

边为粘聚力犮及正压力与摩擦力的合力为犚。稳态

流下非饱和土主动土压力分布具有明显的非线性分

布特点［１５］，如图２中实线所示。

图２　力矩平衡法求极限承载力
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为了便于将普朗德尔地基极限承载力公式拓展

到稳态流下非饱和土地基承载力计算情形，作如下

补充假定和修正假定：

１）地基土滑动面符合普朗德尔所确定的滑动面

形式，可用刚体平衡方法求解。

２）对于非饱和土地基，犃犆 边与水平面成

± ４５°＋φ
′（ ）２ ，ＡＥ边与水平面成± ４５°－φ

′（ ）２ ，犆犈

边为对数螺旋线

狉＝狉０ｅψ
ｔａｎφ′ （１）

式中：狉为对数螺旋线任意点到极点犃 的距离；狉０ 为

对数螺旋线初始半径；ψ为射线狉与狉０ 夹角；φ′为

有效内摩擦角。

３）仅考虑竖向稳定渗流的影响，则犗犆边为朗

肯主动土压力 狆ａ－狌（ ）ａ 、犌犈边为朗肯被动土压力
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狆ｐ－狌（ ）ａ 分别为［１５］

狆ａ－狌（ ）ａ ＝狆ｕ犓ａ－２犮′ 犓槡 ａ－

χ（狌ａ－狌ｗ）（１－犓ａ） （２）

狆ｐ－狌（ ）ａ ＝狇犓ｐ＋２犮′ 犓槡 ｐ＋

χ（狌ａ－狌ｗ）（犓ｐ－１） （３）

式中：狌ａ 为孔隙气压力；犓ａ 为朗肯主动土压力系

数，犓ａ＝ｔａｎ
２ π
４
－φ
′（ ）２ ；犮′为有效黏聚力；犓ｐ 为

朗 肯 被 动 土 压 力 系 数，犓ｐ ＝ ｔａｎ
２ π
４
＋φ
′（ ）２ ；

χ（狌ａ－狌ｗ）为吸应力。

稳态渗流条件下吸应力χ（狌ａ－狌ｗ）的解析分布

函数［１５］为

χ（狌ａ－狌ｗ）＝－

１

α

ｌｎ １＋
狇
犽（ ）
ｓ

ｅ－αγｗ狕－
狇
犽［ ］
ｓ

１＋ －ｌｎ １＋
狇
犽（ ）
ｓ

ｅ－αγｗ狕－
狇
犽（ ）（ ）
ｓ

（ ）
狀

（狀－１）
狀

（４）

式中：α和狀是ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ模型拟合参数；狇为

比流量即降雨量或蒸发率；犽ｓ 为饱和渗透系数；γｗ

为水的重度；狕为到地下水位处的距离。

４）滑动面犆犈边为有效粘聚力犮′及正压力与摩

擦力的合力犚′，犚′指向犃 点。

由于隔离体处于静力平衡状态，各边界面上的

作用力对极点犃取矩，应满足

∑犕犃 ＝０ （５）

其中，几何关系为

犗犃边长度

犗犃 ＝
犫
２

（６）

　　犗犆边长度

犗犆＝
犫
２
ｔａｎ４５°＋φ

′（ ）２ （７）

　　对数螺旋线初始半径

狉０ ＝
犫

２ｃｏｓ４５°＋φ
′（ ）２

（８）

　　对数螺旋线终止半径

狉１ ＝狉０ｅ
π
２ｔａｎφ′ ＝

犫ｅ
π
２ｔａｎφ′

２ｃｏｓ４５°＋φ
′（ ）２

（９）

　　ＧＥ边长度

犌犈 ＝狉１ｓｉｎ４５°－φ
′（ ）２ ＝

犫ｅ
π
２ｔａｎφ′ｓｉｎ４５°－φ

′（ ）２
２ｃｏｓ４５°＋φ

′（ ）２
＝
犫
２
ｅ
π
２ｔａｎφ′ （１０）

　　犃犌边长度

犃犌 ＝狉１ｃｏｓ４５°－φ
′（ ）２ ＝

犫ｅ
π
２ｔａｎφ′ｃｏｓ４５°－φ

′（ ）２
２ｃｏｓ４５°＋φ

′（ ）２
＝

犫
２
ｅ
π
２ｔａｎφ′ｔａｎ４５°＋φ

′（ ）２ （１１）

　　弧面犆犈边上有效黏聚力对极点犃 产生的力矩

犕ｃ′ 可由式（１２）求得。

犕ｃ′ ＝∫狉犮′ｃｏｓφ′ｄ狊 （１２）

式中：ｄ狊＝
狉ｄψ
ｃｏｓφ′

，代入式（１２），可得

犕ｃ′ ＝∫
π
２

０
犮′狉２ｄψ＝犮′狉

２
０

１

２ｔａｎφ′
（ｅπｔａｎφ′－１）＝

犮′
犫

２ｃｏｓ４５°＋φ
′（ ）

烄

烆

烌

烎２

２

１

２ｔａｎφ′
（ｅπｔａｎφ′－１）＝

１

８
犫２犮′ｃｏｔφ′

（ｅπｔａｎφ′－１）

ｃｏｓ２ ４５°＋φ
′（ ）２

（１３）

　　犃犌 边上侧向荷载狇 对极点犃 产生的力矩

犕狇 为

犕狇 ＝狇
犃犌２

２
＝
１

８
狇犫
２ｅπｔａｎφ′ｔａｎ２ ４５°＋φ

′（ ）２ （１４）

式中：侧向荷载狇可近似取狇＝γ犱，γ为基础埋深范

围内土层的平均重度。

犗犃边上地基极限承载力狆ｕ 对极点犃 产生的

力矩犕ｐｕ为

犕ｐｕ＝狆ｕ
犫２

８
（１５）

　　犗犆边上朗肯主动土压力 狆ａ－狌（ ）ａ 对极点犃

产生的力矩犕ｐａ为

犕ｐａ＝∫
犗犆

０
狆ａ－狌（ ）ａ犾ｄ犾 （１６）

式中：犾为任意点处的力臂长度。为了便于求解稳态

渗流条件下吸应力χ（狌ａ－狌ｗ）的解析分布函数，将

式（１６）转化为对深度狕积分，则有

犕ｐａ＝∫
犎－犱－

犫
２ｔａｎ ４５°＋φ

′（ ）２

犎－犱
－ 狆ａ－狌（ ）ａ （犎－犱－狕）ｄ狕＝

犫２

８ 狆ｕ
犓ａ－２犮′ 犓槡（ ）ａ ｔａｎ２ ４５°＋φ

′（ ）２ ＋

（１－犓ａ）∫
犎－犱－

犫
２ｔａｎ ４５°＋φ

′（ ）２

犎－犱
χ（狌ａ－狌ｗ）（犎－犱－狕）ｄ狕

（１７）

式中：犱为基础埋深；犎 为地下水位埋深。

同 理 可 得，犌犈 边 上 朗 肯 被 动 土 压 力

狆ｐ－狌（ ）ａ 对极点犃产生的力矩犕ｐｐ为

犕ｐｐ＝∫
犌犈

０
狆ｐ－狌（ ）ａ犾ｄ犾＝
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∫
犎－犱－

犫
２ｅ
π
２
ｔａｎφ′

犎－犱
－ 狆ｐ－狌（ ）ａ （犎－犱－狕）ｄ狕＝

犫２

８ 狇
犓ｐ＋２犮′ 犓槡（ ）ｐ ｅπ

ｔａｎφ′－

（犓ｐ－１）∫
犎－犱－

犫
２ｅ
π
２
ｔａｎφ′

犎－犱
χ（狌ａ－狌ｗ）（犎－犱－狕）ｄ狕

（１８）

式中：犌犈 为犌犈 边长度。

将式（１３）、（１４）、（１５）、（１７）、（１８）代入式（５）

可得

犕ｐｕ＋犕ｐａ＝犕ｑ＋犕ｐｐ＋犕ｃ′ （１９）

　　整理并化简，则有

狆ｕ＝狇ｅ
πｔａｎφ′ｔａｎ２ ４５°＋φ

′（ ）２ ＋

犮′ｃｏｔφ′ｅ
πｔａｎφ′ｔａｎ２ ４５°＋φ

′（ ）２ －（ ）１ ＋４犫２（犓ｐ－
１）∫

犎－犱

犎－犱－
犫
２ｅ
π
２
ｔａｎφ′χ

（狌ａ－狌ｗ）（犎－犱－狕）ｄ狕＋
４

犫２
（１－

犓ａ）∫
犎－犱

犎－犱－
犫
２ｔａｎ ４５°＋φ

′（ ）２
χ（狌ａ－狌ｗ）（犎－犱－狕）ｄ狕

（２０）

　　对比稳态渗流条件下非饱和土地基极限承载力

式（２０）与饱和土普朗德尔地基极限承载力公式可以

发现，由于饱和土吸应力χ（狌ａ－狌ｗ）为０，式（２０）能

退化到与饱和土普朗德尔地基极限承载力公式完全

相同的形式，表明建议的稳态渗流条件下非饱和土

地基极限承载力具有合理性。

２　计算与分析

稳态流下非饱和土的吸应力垂直分布规律主要

受比流量狇、地下水位埋深 犎、渗透系数犽ｓ、Ｖａｎ

Ｇｅｎｕｃｈｔｅｎ模型拟合参数αｖ和狀等因素控制。算例

中取基础宽度犫为２ｍ，基础埋深犱为１．５ｍ，土的

干重度γｄ为１４．７ｋＮ／ｍ
３，有效内摩擦角φ′为２０°，

有效黏聚力犮′为１０ｋＰａ，残余含水量θｒ为０．０３，饱

和含水量θｓ为０．２，饱和渗透系数犽ｓ为５×１０
－８ｍ／ｓ，

ＶａｎＧｅｎｕｃｈｔｅｎ模型拟合参数αｖ为０．０４ｋＰａ
－１和狀

为３，用于计算分析不同比流量狇和地下水位埋深

犎 对地基极限承载力的影响。

首先计算分析不同地下水位埋深 犎 对地基极

限承载力的影响。取比流量狇为－５×１０
－９ ｍ／ｓ，负

号表示入渗，地下水位埋深分别为３．６、４．６、５．６、

７．６、８．６、９．６、１０．０ｍ，则相应的地基极限承载力与

地下水埋深关系如图３所示。

图３所示的地基极限承载力与地下水埋深关系

图３　地基极限承载力与地下水埋深关系

犉犻犵．３　犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狌犾狋犻犿犪狋犲犫犲犪狉犻狀犵

犮犪狆犪犮犻狋狔狅犳狊狅犻犾犳狅狌狀犱犪狋犻狅狀犪狀犱犵狉狅狌狀犱狑犪狋犲狉犱犲狆狋犺
　

表明，稳态流下非饱和土地基极限承载力随地下水

位埋深的减小呈先递减再增大的变化趋势。这主要

是因为，在比流量狇相同的稳态流情况下，地下水位

的变化实质上使得滑动土体处于不同的吸应力剖面

区段，而稳态流下吸应力剖面具有明显的非线性特

征。当地下水位埋深为１０ｍ时，对于无粘性土、粉

土以及粉质黏土，吸应力随深度增加呈现出先增大

至某个峰值然后减小的特点［１５］，可依次分为吸应力

增大区段、吸应力峰值附近区段和吸应力减小区段。

算例中地下水位埋深为１０ｍ时吸应力剖面如图４

所示，图中１０ｍ处为地表。地下水位埋深减小，会

使得滑动土体依次处于吸应力增大区段、吸应力峰

值附近区段和吸应力减小区段，从而导致地基极限

承载力随地下水位埋深的减小呈先递减再增大的变

化趋势。

图４　吸应力剖面

犉犻犵．４　狊狌犮狋犻狅狀狊狋狉犲狊狊狆狉狅犳犻犾犲
　

在计算分析不同比流量狇对地基极限承载力的

影响时，取地下水位埋深为５．６ｍ，比流量狇分别为

－５×１０－１２、－５×１０－１１、－５×１０－１０、－１×１０－９、

－５×１０－９、－１×１０－８、－２×１０－８ ｍ／ｓ，则相应的地

基极限承载力与比流量关系如图５所示。

图５所示的地基极限承载力与比流量关系表

明，稳态流下非饱和土地基极限承载力随比流量的

增大呈先减小再增大的变化趋势。这主要是由于比

流量增大引起滑动土体所在范围的吸应力呈现出非

线性变化规律造成的。在算例中，不同比流量狇条
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图５　地基极限承载力与比流量关系曲线

犉犻犵．５　犚犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀狌犾狋犻犿犪狋犲犫犲犪狉犻狀犵犮犪狆犪犮犻狋狔狅犳

狊狅犻犾犳狅狌狀犱犪狋犻狅狀犪狀犱狊狆犲犮犻犳犻犮犱犻狊犮犺犪狉犵犲
　

件下的吸应力剖面如图６所示，地表位于５．６ｍ处，

滑动土体的Ⅰ区在２．７～４．１ｍ区间，Ⅲ区在２．３～

４．１ｍ区间。由图６可见，在这两个区间内吸应力

均随比流量的增大呈现出先增大后减小的趋势，从

而导致地基极限承载力随比流量的增大呈先减小再

增大的变化趋势。

图６　不同比流量下吸应力剖面

犉犻犵．６　犛狌犮狋犻狅狀狊狋狉犲狊狊狆狉狅犳犻犾犲狌狀犱犲狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狊狆犲犮犻犳犻犮犱犻狊犮犺犪狉犵犲狊
　

３　结论

基于普朗德尔确定的滑动面形式，通过对普朗

德尔假定进行补充，利用刚体平衡方法推导了稳态

流下非饱和土地基的极限承载力，并讨论了地下水

埋深和比流量变化对地基极限承载力的影响。

１）在仅考虑竖向稳定渗流条件下，引入非饱和

土朗肯土压力公式，利用静力平衡条件，推导非饱和

土地基的极限承载力公式；与普朗德尔公式相比，该

公式考虑了滑动土体内吸应力对地基极限承载力的

影响。

２）稳态流下吸应力剖面的非线性特征是导致非

饱和土地基极限承载力随地下水位埋深表现出非线

性变化规律的重要因素；当土吸应力随深度增加呈

现出先增大后减小的特点时，相应的地基极限承载

力表现出随地下水位埋深的减小呈先递减再增大的

变化趋势。

３）比流量增大引起滑动土体所在范围的吸应力

非线性变化的特点导致非饱和土地基极限承载力随

比流量变化亦表现出非线性变化趋势；当滑动土体

内吸应力随比流量的增大呈现出先增大后减小的趋

势时，地基极限承载力随比流量的增大呈先减小再

增大的变化趋势。
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