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摘　要：在收集到的大量试验数据的基础上，结合旋转硬化表达式，提出一个适用于不同应力路径

下的旋转硬化表达式，该公式中共有两个参数，通过理论分析得到这两个参数的确定方法。将该公

式导入修正剑桥模型来模拟土体在不同加载路径下的应力 应变行为，将模拟结果与试验结果进行

对比，结果显示，采用该旋转硬化表达式的各向异性本构模型得到的结果与试验结果均吻合较好，

从而验证了该旋转硬化表达式的合理性。
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　　原状土体是在一定应力条件下形成的，土体颗

粒结构产生定向排列，在宏观结构上形成一定的各

向异性。同时，土体的变形与加载应力路径密切相

关，采用不同的应力加载路径会得到不同的应变，引

起初始各向异性的变化，形成土体颗粒之间的新的

排列，这种新的各向异性称为诱发性各向异性。在



屈服面模型中，这种各向异性通过屈服面的旋转来

表示，这就是模型中采用的旋转硬化表达式。

研究人员对旋转硬化规律采用了不同的表达形

式。Ｗｈｅｅｌｅｒ等
［１］提出的旋转硬化表达式同时考虑

了塑性体积应变和塑性剪切应变的影响，但旋转硬

化参数不能直接确定，需要通过反分析，并且没有考

虑洛德角的影响。Ｗｈｉｔｔｌｅ等
［２］提出的旋转硬化表

达式采用临界状态线作为旋转的边界线，只考虑了

塑性剪切应变对旋转硬化的影响，这与试验现象不

吻合。Ｔａｉｅｂａｔ等
［３］没有考虑塑性剪切应变的影响，

同时，参数值不能直接确定，需要通过反分析，屈服

面的旋转存在边界线。Ｚｈａｎｇ等
［４］依据交变加载试

验结果提出了一个旋转硬化表达式，该表达式考虑

了塑性剪切应变的作用，但是，参数需要通过反分析

才能确定，给计算带来不便。Ｈａｓｈｉｇｕｃｈｉ
［５］认为屈

服面旋转过程中塑性体积应变没有影响，采用 犓０

线作为屈服面的倾斜线，这与已有的试验结果不符。

Ｈｕｅｃｋｅｌ等
［６］同时考虑了塑性体积应变和塑性剪切

应变对旋转速度的影响，但是，旋转硬化参数的确定

缺乏依据。Ｎｅｗｓｏｎ等
［７］采用应力表示屈服面的旋

转速度，屈服面的旋转只考虑了每一步的应力增量，

没有考虑剪切应力的作用，同时，由于该本构模型采

用非相关联流动法则，使得该旋转硬化表达式非常

复杂。王立忠等［８］提出的表达式同时考虑了塑性体

积应变和塑性剪切应变的作用，认为屈服面的旋转

存在一定的范围，超过该范围时，对应屈服面的倾斜

角度平衡值为０。对土体旋转硬化规律表达形式

方面的研究成果还有很多［９１４］，目前提出的旋转硬

化表达式均是针对某一种具体的应力路径所提出

的，当应力路径发生改变时，旋转硬化表达式的适

用性有待验证。

１　旋转硬化方程的统一表示

１．１　旋转硬化方程的分类

研究人员针对旋转硬化规律采用了不同的表达

形式，不同表达形式之间，塑性剪切应变和塑性体积

应变对应的平衡值也不相同。依据加载应力比η和

相对应屈服面的倾斜角度平衡值α之间的关系，这

些旋转硬化表达式可划分为３种类别。

第１种：η与α之间为线性关系，不存在旋转极

限线，方程式为

α＝狓η （１）

式中：狓为η与α之间的线性比例关系参数，其取值

一般为１和０，这种关系式比较典型的旋转硬化规

律包括 Ｗｈｉｔｔｌｅ等
［２］、Ｔａｉｅｂａｔ等

［３］及Ｚｈａｎｇ等
［４］提

出的旋转硬化表达式。

第２种：η与α之间为线性关系，但是存在旋转

极限线，超出旋转范围极限线之后，屈服面对应的倾

斜角度平衡值α为０，表达式为

α＝η　 η ≤ 犕－ α

α＝０　 η ＞ 犕－｛ α
（２）

　　这种关系式比较典型的旋转硬化规律包括王立

忠等［８］提出的旋转硬化表达式。

第３种：η与α之间为曲线关系，比较典型的包

括 Ｗｈｅｅｌｅｒ等
［１］提出的旋转硬化规律表达式。

３３η－４（ ）α 犕２－η（ ）２ ＝±８β３α－（ ）η η－（ ）α

（３）

　　为了分析这３种表达方式的合理性，收集了１４

种数据的应力比η／犕 和与应力比相对应的平衡值

α／犕 之间的试验结果
（［１］，［１５１７］），犕 为考虑了洛德角

影响的临界状态线的斜率，试验结果与采用这３种

表达式进行模拟的结果对比如图１所示。

从图１可以看出，在归一化应力比η／犕 较低

的情况下，除了第１种表达式中狓取０的情况外，

依据这３种表达式得到的模拟结果与试验结果之

间都吻合得比较好，当η／犕 的值达到一定值之后，

塑性剪切应变的影响程度开始增加，随着归一化应

力比η／犕 的增加，α／犕 反而开始下降。采用第２

种关系式得到的曲线虽然也能反映出这种趋势，但

是模拟曲线与试验结果之间存在明显差距。

１．２　旋转硬化方程的统一表示及参数确定

１．２．１　旋转硬化表达式　从图１可以看出，第３种

表达式能较好地反映α／犕 随η／犕 的增加而下降的

趋势，但试验结果与模拟结果之间存在一定误差，尤

其在拉伸状态下，这种误差比较明显。同时，通过试

验数据也可以看出，在应力比η较低的情况下，塑性

体积应变占主导位置，η与α之间相等，当应力比η
趋向于犕 时，α接近于０。基于此，提出旋转硬化规

律的统一表达式为

ｄα＝μ 犪η－（ ）α ｄε［ ］ｐｖ －β犫η－（ ）α ｄε
ｐ［ ］ｓ （４）

式中总共包含４个参数，分别是μ、β、犪和犫，当这４

个参数取不同的值时，就可以得到不同的旋转硬化

规律表达式。同时，从图１可以看出，在应力比η／犕

较低时，η／犕 近似等于α／犕，当达到一定程度之后，

α／犕 随着η／犕 的增大逐渐减小，最后趋向于０。为

了反映这种趋势，本文提出参数犪和犫分别取１和

０，得到的旋转硬化规律表达式为

ｄα＝μ η－（ ）α ｄε［ ］ｐｖ ＋βα ｄε
ｐ［ ］ｓ （５）
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图１　归一化的应力比η／犕 与平衡值α／犕
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η／犕犪狀犱犲狇狌犻犾犻犫狉犻狌犿狏犪犾狌犲α／犕
　

　　为验证该旋转硬化方程的合理性，将该表达式

嵌入修正剑桥模型，有关修正剑桥模型的具体介绍

可参考文献［１８］。建立了一个能描述各向异性的弹

塑性本构模型，模型的屈服面方程表示为

犳＝ 狇－α（ ）狆 － 犕２－α（ ）２ 狆ｃ－（ ）狆狆＝０（６）

１．２．２　旋转硬化表达式参数的确定　旋转硬化表

达式包含两个参数，分别是μ和β，这里介绍对这两

个参数的推导过程。若继续一维压缩过程，屈服面

不发生旋转，即

ｄα＝μ η－（ ）α ｄε［ ］ｐｖ －βα ｄε
ｐ［ ］ｓ ＝０ （７）

一维压缩过程中

ｄε
ｐ
ｓ

ｄε
ｐ
ｖ

＝

２

３
ｄε１－ｄε（ ）３

ｄε１＋２ｄε（ ）３
＝
２

３
（８）

式中：ｄε１ 和ｄε３ 分别表示压缩过程中的单元体竖向

应变和水平应变，联合式（７）和式（８），得到

β＝
３η犓０－α犓（ ）

０

２α犓
０

（９）

　　结合方程式（６），一维压缩中塑性体积应变和塑

性剪切应变之间的关系表示为

ｄε
ｐ
ｓ

ｄε
ｐ
ｖ

＝

犳
狇
犳
狆

＝
２（η犓０－α犓０）

犕２－η犓２０
＝
２

３
（１０）

得到

α犓
０
＝
η犓２０＋３η犓０－犕

２

３
（１１）

　　将式（１１）代入式（９），可得到

β＝
３η犓０－α犓（ ）

０

２α犓
０

＝
３ 犕２－η

２
犓（ ）
０

２η
２
犓
０
＋３η犓０－犕（ ）２

（１２）

　　如果将土体式样各向同性固结到先期压力的

２～３倍左右，则土体的各向异性将基本消失
［１９］，此

时，发生的塑性体积应变可表示为

ε
ｐ
ｖ＝

λ－犽
１＋犲０

ｌｎ
狆
狆（ ）
０
＝
λ－犽
１＋犲０

ｌｎ２～（ ）３ ≈
λ－犽
１＋犲０

（１３）

　　各向同性固结时，应力比η＝０，塑性剪切应变

和塑性体积应变之间的比例关系可表示为

ｄε
ｐ
ｓ

ｄε
ｐ
ｖ

＝

犳
狇
犳
狆

＝
２（η－α）

犕２－η
２ ＝

－２α
犕２

（１４）

　　将式（１４）代入式（５），得

１

α２αβ－犕（ ）２
ｄα＝ μ

犕２ｄε
ｐ
ｖ （１５）

　　对式（１５）左边积分，得

∫
α

α０

１

α２αβ－犕（ ）２
ｄα＝

２β
犕２ ｌｎ

２αβ－犕
２

２α（ ）β

α

α０

（１６）

　　假定屈服面累计旋转到初始值α０ 的０．１倍时，

土体显示各向同性性质，这样联合式（１３）、式（１５）和

式（１６）就可求出参数μ的表达式。

μ＝
２β１＋犲（ ）０
λ－κ

ｌｎ
１０犕２－２α０β
犕２
－２α０β

（１７）

　　联合式（５）、式（１２）和式（１７），可建立α／犕 和η／

犕 之间的关系曲线，如图２所示。
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图２　应力比η／犕 与平衡值α／犕

犉犻犵．２　犛狋狉犲狊狊狉犪狋犻狅η／犕犪狀犱犲狇狌犻犾犻犫狉犻狌犿狏犪犾狌犲α／犕
　

从图２可以看出，采用本文提出的旋转硬化表

达式得到的曲线与试验结果之间吻合得较好，能很

好地反映屈服面的倾斜角度先增后减，最后趋向于

０的过程。将提出的旋转硬化表达式导入修正剑桥

模型，模拟屈服面的旋转以及不同应力路径下的土

体试样的应力 应变行为，模型需要输入的模型与修

正剑桥模型需要输入的参数相同，总共包含６个，分

别为犲０、λ、κ、犕、υ和狆ｍ０，参数的物理意义可参考

文献［１８］。

２　不同应力路径试验的模拟

为了分析旋转硬化对不同加载路径下土体应力

应变关系的影响，选择３种不同的应力路径进行分

析，分别是温州软土三轴排水试验［２０］、ＢＢＣ（Ｂｏｓｔｏｎ

ＢｌｕｅＣｌａｙ）土的三轴不排水试验
［２１］、Ｏｔａｎｉｅｍｉ土的

循环加载试验［２２］，这３种土需要输入模型的参数见

表１。

表１　输入模型的参数

犜犪犫犾犲１　犐狀狆狌狋狆犪狉犪犿犲狋犲狉狅犳狋犺犲犿狅犱犲犾

土样名称 犲０ λ κ 犕 υ
狆ｍ０／

ｋＰａ

温州黏土［２０］ １．９ ０．３４ ０．０５ １．１５ ０．２０ ９０

ＢＢＣ黏土［２１］ １．２ ０．１７ ０．０２３ １．２０ ０．２４ １００

Ｏｔａｎｉｅｍｉ黏土［２２］ １．８ ０．２６ ０．０４０ １．３０ ０．２５ ２６

２．１　三轴排水试验

沈恺伦［２０］对温州软土进行了三轴排水试验，试

验过程先依照原状土的应力状态进行固结，然后再

分别进行排水状态下的三轴压缩试验。图３和图４

表示的是应力路径为ＢＣＤ５０和ＢＥＤ３３时，三轴压

缩试验结果和采用不同旋转硬化表达式得到的模拟

结果之间的对比。

图３　应力路径犅犆犇５０的试验结果和模拟结果

犉犻犵．３　犛犻犿狌犾犪狋犲犱犪狀犱犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋狉犲狊狌犾狋狊狅犳犅犆犇５０
　

图４　应力路径犅犈犇３３的试验结果和模拟结果

犉犻犵．４　犛犻犿狌犾犪狋犲犱犪狀犱犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋狉犲狊狌犾狋狊狅犳犅犈犇３３
　

图３是应力路径为ＢＣＤ５０时试验结果和采用

不同旋转硬化表达式时得到的模拟结果之间的对

比，从图中可以看出，总体上模拟结果与试验结果之

间吻合得比较好，采用不同旋转硬化表达式得到的

模拟曲线之间非常接近，在模拟狆εｖ 时，随着体积

应变的发展，模拟曲线之间开始出现差距。当体积

应变达到３％时，模拟曲线之间开始出现一定的差

距，与试验结果之间的差距也慢慢增大，在模拟狇εｓ

时，采用不同旋转硬化表达式得到的模拟结果与试

验结果之间非常接近，都能较准确地模拟狇εｓ 的发

展趋势。

图４是三轴拉伸试验ＢＥＤ３３时试验结果与模

拟结果之间的对比，从图中可以看出，在模拟狆εｖ

曲线时，采用不同旋转硬化表达式对模拟结果的影

响不是很明显，采用４种旋转硬化表达式得到的模

拟曲线之间非常接近，都能较准确地模拟狆εｖ 之间

的发展趋势，但在模拟狇εｓ曲线时，模拟结果与试验

结果存在一定的误差，当剪切应变较小时，模拟曲线

之间比较接近，随着剪切应变的发展，模拟曲线之间
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开始出现一定程度的误差，采用本文提出的旋转硬

化表达式得到的模拟结果与试验结果之间吻合

较好。

２．２　三轴不排水试验

Ｌａｄｄ等
［２１］对ＢＢＣ（ＢｏｎｓｔｏｎＢｌｕｅＣｌａｙ）土进行

了三轴不排水压缩试验，所取土试样首先各向同性

固结到１５０ｋＰａ，然后根据不同的超固结比值犚ｏｃ，

分别卸载到相应的应力值，这里选取的犚ｏｃ分别为１

和４，土样在整个加载过程中保持不排水条件，需要

输入模型的土体参数见表１。Ｙｕ等
［２３］也对该试验

进行了数值研究。

图５　不同超固结比的试验结果与模拟结果

犉犻犵．５　犛犻犿狌犾犪狋犲犱犪狀犱犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋狉犲狊狌犾狋狊狅犳狊犪犿狆犾犲狊

狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狅狏犲狉犮狅狀狊狅犾犻犱犪狋犻狅狀狉犪狋狅
　

图５为模拟结果与试验结果之间的对比，从图

中可以看出，在对应力路径狆狇进行模拟时，采用不

同旋转硬化表达式得到的模拟曲线与试验曲线之间

比较接近，采用这４种旋转硬化表达式都能较准确

地反映出狆狇之间的变化趋势。在模拟狇εｓ 时，当

ＯＣＲ为１，即当试样为正常固结时，模拟曲线位于试

验曲线的上部，在出现相同的剪切应变εｓ 时，模拟

得到的剪切应力狇要大于试验过程中的剪切应力，

同时，采用不同旋转硬化表达式得到的模拟曲线之

间也不是非常接近，相比较而言，采用本文提出的旋

转硬化表达式得到的模拟曲线与试验曲线之间最为

接近。当ＯＣＲ为４时，在模拟应力路径狆狇时，不

同旋转硬化表达式得到的模拟结果与试验结果之间

非常接近，都能准确地反映出应力路径狆狇的变化

趋势，在模拟狇εｓ时，模拟结果与试验结果之间存在

一定的误差，但这种误差要小于ＯＣＲ为１时试验结

果与模拟结果之间的误差，总体而言，这４个旋转硬

化表达式都能较准确地反映出变形趋势，采用本文

提出的旋转硬化表达式得到的模拟结果与试验结果

之间最为接近。

２．３　循环加载试验

循环加载试验选取 Ｏｔａｎｉｅｍｉ重塑土进行了研

究，这种土的相关参数及试验过程见 Ｋａｒｓｔｕｎｅｎ

等［２２］的研究成果，在三轴压缩之前，先将试样按照

一定的应力路径η０ 进行固结，随后将试样进行卸

载到一定值，然后对试样进行加载卸载循环试验。

本文选取了两组试样，分别是试样ＣＡＥ３５１６Ｒ和

试样ＣＡＥ３５１９Ｒ，试样ＣＡＥ３５１６Ｒ模拟结果如图６

所示。

图６　犆犃犈３５１６犚试验结果与分析结果对比

犉犻犵．６　犛犻犿狌犾犪狋犲犱犪狀犱犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋狉犲狊狌犾狋狊狅犳犆犃犈３５１６犚
　

从图６可以看出，对于ＣＡＥ３５１６Ｒ试样，在模

拟应力 应变曲线狆εｖ 时，采用不同旋转硬化表达

式对模拟结果有较大影响。初始加载时，采用

Ｗｈｉｔｔｌｅ等和王立忠等提出的旋转硬化表达式得到

的模拟曲线位于试验曲线的上部，采用本文提出的

旋转硬化表达式与 Ｈｕｅｃｋｅｌ等提出的旋转硬化表

达式得到的模拟曲线之间比较接近。卸载阶段，不

同旋转硬化表达式得到的模拟结果之间的差距比

加载阶段不同旋转硬化表达式得到的模拟结果之

间的差距要明显一些，相比较而言，采用本文提出

的旋转硬化表达式得到的模拟结果与试验结果之

间更为接近。在模拟应力 应变关系狇εｓ时，采用

４种旋转硬化表达式都能反映出应力 应变关系的

变化趋势，但是，相比较应力 应变关系狆εｖ 而言，

不同旋转硬化表达式得到的模拟曲线之间的差距

更明显。

图７为ＣＡＥ３５１９Ｒ的试验结果与模拟结果之

间的对比，从图中可以看出，在模拟应力 应变曲线

狆εｖ时，加载阶段，不同旋转硬化表达式得到的模拟

结果之间存在一定差距，卸载阶段，不同模拟结果之

间则比较吻合。在模拟应力 应变关系狇εｓ时，不同

旋转硬化表达式得到的模拟曲线之间差距比较明

显，采用本文提出的旋转硬化表达式得到的模拟曲

线与实测数据之间最为接近。
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图７　犆犃犈３５１９犚试验结果与分析结果对比

犉犻犵．７　犛犻犿狌犾犪狋犲犱犪狀犱犲狓狆犲狉犻犿犲狀狋狉犲狊狌犾狋狊狅犳犆犃犈３５１９
　

３　结论

对提出的旋转硬化规律表达式进行总结，依据

加载应力比η和相对应屈服面的倾斜角度平衡值α

之间的关系，将提出的旋转硬化表达式划分为３种

类型，分别是线性关系同时不存在旋转极限线、线性

关系同时存在旋转极限线以及曲线关系。建立了这

３种关系式的函数曲线，函数曲线与试验结果之间

的对比结果显示，采用曲线表达形式与试验结果之

间最为吻合。

在采用曲线型表达方程的基础上，提出了一个

适用于不同应力路径下的旋转硬化表达式，同时考

虑了塑性体积应变和塑性剪切应变对旋转速度的影

响。表达式共包含两个参数，通过理论分析，得到这

两个参数的确定方法。将所提出的旋转硬化表达式

导入修正剑桥模型，建立一个能描述各向异性的本

构模型，采用此模型模拟了不同应力路径下的应力

应变关系，模拟过程中，同时采用了其他３种旋转硬

化表达式。将试验结果与模拟结果之间以及采用不

同旋转硬化表达式得到的模拟结果之间进行对比分

析，分析结果验证了提出的旋转硬化表达式的合

理性。
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