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分数导数犓犲犾狏犻狀粘弹性土中管桩的扭转振动

刘林超，闫启方，牛洁楠
（信阳师范学院 建筑与土木工程学院，河南 信阳４６４０００）

摘　要：将管桩桩周土和桩芯土均看作粘弹性介质，同时运用分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性本构模型描

述桩周土和桩芯土的应力 应变关系。仅考虑桩周土和桩芯土的环向位移，通过Ｆｏｕｒｉｅｒ变换和分

离变量法求解了桩周和桩芯分数导数Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性土的扭转振动。考虑桩周土和桩芯土对管桩

的作用力，建立了分数导数Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性土中管桩的扭转振动方程，通过求解管桩的扭转振动得

到了频率域内管桩桩顶的扭转复刚度。结果表明：桩周土本构模型参数α１ 和犜ｂ１对管桩的扭转振

动有一定的影响，而桩芯土的本构模型参数α２ 和犜ｂ２对管桩扭转振动的影响与频率有关；桩芯土与

桩周土剪切模量比μ小于１且μ较大时，扭转复刚度实部和虚部随频率变化曲线波动较大，而μ大

于１时其对管桩扭转振动的影响很小；管桩壁厚、长径比和管桩与土体的剪切模量比犌ｐ 对管桩的

扭转影响较大。
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　　桩土动力相互作用问题作为一个研究热点得到

了众多学者的关注和重视，但无论是研究实芯桩还

是管桩的振动特性，对土体本构模型的选取十分关

键，这关系到土体力学行为的描述与实际工况的符

合程度，通常情况是将土体视为弹性或粘弹性介质，

将土体视为弹性介质，Ｎｏｖａｋ等
［１］和 Ｎｏｇａｍｉ等

［２］

较早地对实芯桩的振动进行了研究，王国才等［３］借

助于积分方程研究了均质弹性地基中单桩的扭转振

动问题，Ｌü等
［４］利用ＲａｙｌｅｉｇｈＬｏｖｅ杆理论和桩土

摩擦模型对层状土中桩的纵向振动进行了研究，刘

林超等［５］将桩周土、桩芯土和管桩视为轴对称模型

研究了弹性土中管桩的纵向振动，栾鲁宝等［６］在考

虑桩体剪切变形的情况下得到了ＰＣＣ桩水平振动

响应的解析解，吴文兵等［７］采用ＲａｙｌｅｉｇｈＬｏｖｅ动力

杆件模型和附加质量模型建立了桩侧土 管桩 土塞

系统的纵向振动控制方程，同时，运用积分变换和阻

抗函数传递技术给出了频域内任意荷载形式下管桩

桩顶速度响应的解析解；将土体视为粘弹性介质，

Ｎｏｖａｋ
［８］给出了桩基的动力刚度和阻尼，Ｙａｏ等

［９］

研究了粘弹性 Ｗｉｎｋｌｅｒ地基中单桩在水平循环荷载

作用下的振动问题，周绪红等［１０］在考虑轴力作用的

情况下研究了粘弹性介质中桩基的动力问题，杨骁

等［１１］采用三维轴对称模型得到了粘弹性端承桩的

轴对称解析解，郑长杰等［１２１３］对单相和饱和粘弹性

土中大直径管桩的水平振动进行了研究，吴文斌

等［１４］利用虚土桩模型研究了均质粘弹性地基中桩

土纵向耦合振动问题。需要指出，将桩周土或桩芯

土视为弹性介质则不能考虑土体的粘性性质，将土

视为粘弹性介质较为符合工程实际，但需选择合理

正确的土体粘弹性本构模型。

当将桩周土或桩芯土视为粘弹性介质时，合理

的本构关系对于土体力学行为的准确描述至关重

要。目前，对于粘弹性材料应力 应变关系的刻画主

要是采用经典的粘弹性模型。然而，对于经典的粘

弹性本构模型，整数阶微分算子的性质决定其蠕变

柔量和松弛模量一般只能通过指数函数的组合得

到，且通过取消高阶的微分项或者降低本构模型的

应用范围来精确拟合实验数据［１５］。随着分数阶微

分和分数阶积分的发展，借助于分数导数理论建立

起来的分数导数粘弹性本构模型由于具有确定模型

需要较少的实验参数和能在较宽的频率范围内拟合

材料的力学行为而得到了广泛的应用。将桩周土体

视为粘弹性介质并采用分数导数粘弹性模型来描述

其应力 应变关系，刘林超等［１６１７］、闻敏杰等［１８］研究

了实芯桩的水平、竖向和扭转振动问题。本文将桩

周土和桩芯土都利用分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性本构

模型来描述，研究分数导数Ｋｌｅｖｉｎ粘弹性土中管桩

的扭转振动特性。

１　数学模型与土体运动方程

图１为粘弹性土与端承管桩的动力相互作用模

型，管桩桩顶作用一集中扭转荷载犜（狋），粘弹性土

层厚度和管桩长度均为犎，管桩外半径和内半径分

别为狉１ 和狉２。为了建立管桩与粘弹性土体的动力

相互作用模型，假设管桩桩芯土体和桩周土体均为

粘弹性土体，且桩芯土和桩周土均与管桩完全接触；

管桩底部为基岩，管桩底端为固定端；管桩、桩周土

和桩芯土均为小变形。

图１　粘弹性土 管桩扭转相互作用模型
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这里以β＝１代表桩周粘弹性土体，β＝２代表桩

芯粘弹性土体，可以建立轴对称坐标下桩周粘弹性

土和桩芯粘弹性土的运动方程和几何方程分

别为［１９］
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式中：σ狉狉β，σθθβ，σ狉狕β分别为粘弹性土体径向应力、环向

应力和剪切应力，狌狉β，狌θβ，狌狕β 分别为粘弹性土体的径

向位移、环向位移和竖向位移，ρβ为粘弹性土体的密

度，狌β为粘弹性土体的位移张量。

为了更合理地考虑桩周土和桩芯土的粘弹性性

质，采用分数导数Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性模型构建桩周土和

桩芯土的三维本构关系，即［２０］

［１＋犪αββ
ｄαβ

ｄ狋αβ
］σβ＝［１＋犫

α
β
β

ｄαβ

ｄ狋αβ
］［λ（εβ·犐）犐＋２μβεβ］

（３）

式中：σβ、εβ分别为粘弹性土体的应力与应变张量，犐

为单位矩阵，犪β、犫β、αβ代表粘弹性土体的本构模型参

量，模型参量可以借助于土体蠕变试验数据拟合得

到，λβ，μβ代表粘弹性土体的拉梅常数，犇
α
β ＝

ｄαβ

ｄ狋αβ
＝

１

Γ（１－α）
ｄ

ｄ狋∫
狋

０

狓（τ）
（狋－τ）αβ

ｄτ 为αβ（０ ＜αβ ＜１）阶

ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶导数
［２１］，其中Γ（狌）代表

Ｇａｍｍａ函数。

对于粘弹性土体中管桩的扭转简谐振动问题，

为了简化计算，这里只考虑桩周土和桩芯土的环向

位移狌θβ，其他位移忽略不计，在此情况下由式（１）～

式（３）可以建立分数导数粘弹性土体以环向位移表

示的桩周土和桩芯土的扭转振动控制方程为

μβ（１＋犫
α
β
β

ｄαβ

ｄ狋αβ
）（

２狌θβ
狉

２ ＋
１

狉
狌θβ
狉
－
狌θβ
狉２
＋

２狌θβ
狕

２
）

＝ρβ（１＋犪
α
β
β

ｄαβ

ｄ狋αβ
）

２狌θβ
狋
２

（４）

　　很明显，式（４）即适用于分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹

性土体的扭转振动，也适用于经典Ｋｅｌｖｉｎ（αβ＝１）粘

弹性土体以及弹性土体（犪β＝犫β＝０）的情形。

２　分数导数犓犲犾狏犻狀粘弹性土层的扭转

振动求解

　　令式（４）中β＝１和β＝２可得分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ

粘弹性桩周土和桩芯土的扭转振动方程分别为

μ１（１＋犫
α１
１
ｄα１

ｄ狋α１
）（

２狌θ１

狉
２ ＋

１

狉
狌θ１

狉
－
狌θ１
狉２
＋

２狌θ１

狕
２
）

＝ρ１（１＋犪
α１
１
ｄα１

ｄ狋α１
）

２狌θ１

狋
２

（５）

μ２（１＋犫
α２
２
ｄα２

ｄ狋α２
）（

２狌θ２

狉
２ ＋

１

狉
狌θ２

狉
－
狌θ２
狉２
＋

２狌θ２

狕
２
）

＝ρ２（１＋犪
α２
２
ｄα２

ｄ狋α２
）

２狌θ２

狋
２

（６）

　　对方程式（５）和式（６）两端分别进行Ｆｏｕｒｉｅｒ变

换可得

μ１［１＋（ｉω犫１）
α１］（

２珘狌θ１

狉
２ ＋

１

狉
珘狌θ１

狉
－
珘狌θ１
狉２
＋

２珘狌θ１

狕
２
）

＝－ρ１ω
２［１＋（ｉω犪１）

α１］珘狌θ１ （７）

μ２［１＋（ｉω犫２）
α２］（

２珘狌θ２

狉
２ ＋

１

狉
珘狌θ２

狉
－
珘狌θ２
狉２
＋

２珘狌θ２

狕
２
）

＝－ρ２ω
２［１＋（ｉω犪２）

α２］珘狌θ２ （８）

式中：珘狌θ１ 和珘狌θ２ 分别为狌θ１、狌θ２ 的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换。令

珔狉＝
狉
狉１
，珔狕＝

狕
狉１
，珔ω＝

狉１ω
狏狊１
，狏狊１ ＝ μ１／ρ槡 １，珔狌θ１ ＝

珘狌θ１
狉１
，

珔狌θ２ ＝
珘狌θ２
狉１
，犜犪１＝犪１狏狊１／狉１，犜犫１＝犫１狏狊１／狉１，μ＝

μ２

μ１
，ρ＝

ρ２

ρ１
，犜犪２ ＝犪２狏狊１／狉１，犜犫２ ＝犫２狏狊１／狉１，则式（７）和式（８）

整理为


２珔狌θ１

珔狉
２ ＋

１
珔狉
珔狌θ１

珔狉
－
珔狌θ１
珔狉
＋

２珔狌θ１

珔狕
２ ＋狇１珔狌θ１ ＝０ （９）


２珔狌θ２

珔狉
２ ＋

１
珔狉
珔狌θ２

珔狉
－
珔狌θ２
珔狉２
＋

２珔狌θ２

珔狕
２ ＋狇２珔狌θ２ ＝０（１０）

式中：狇１＝
珔ω
２［１＋（ｉ珔ω犜犪１）

α１］

１＋（ｉ珔ω犜犫１）
α１
，狇２＝ρ

珔ω
２［１＋（ｉ珔ω犜犪２）

α２］

μ［１＋（ｉ珔ω犜犫２）
α２］
。

为 了 求 解 式 （９）和 式 （１０），令 珔狌θ１ ＝

犚１（珔狉）犣１（珔狕）、珔狌θ２ ＝犚２（珔狉）犣２（珔狕），对式（９）和式（１０）

分离变量可得


２犚１

珔狉
２ ＋

１
珔狉
犚１

狉
－（
１
珔狉２
＋β

２
１）犚１ ＝０ （１１）


２犣１

珔狕
２ ＋犿

２
１犣１ ＝０ （１２）


２犚２

珔狉
２ ＋

１
珔狉
犚２

狉
－（
１
珔狉２
＋β

２
２）犚２ ＝０ （１３）


２犣２

珔狕
２ ＋犿

２
２犣２ ＝０ （１４）

式中：β
２
１ ＝犿

２
１－狇１，β

２
２ ＝犿

２
２－狇２。由式（１１）～式

（１４）可将桩周和桩芯粘弹性土的环向位移分别表

示为

珔狌θ１ ＝ ［犃１犓１（β１珔狉）＋犅１犐１（β１珔狉）］·

［犆１ｓｉｎ（犿１珔狕）＋犇１ｃｏｓ（犿１珔狕）］ （１５）

珔狌θ２ ＝ ［犃２犓１（β２珔狉）＋犅２犐１（β２珔狉）］·

［犆２ｓｉｎ（犿２珔狕）＋犇２ｃｏｓ（犿２珔狕）］ （１６）

　　式（１１）和式（１４）中，犐１（·）、犓１（·）分别为１阶

第１和第２类虚宗量贝塞尔函数，犃１、犅１、犆１、犇１、

犃２、犅２、犆２、犇２ 为待定系数。

考虑问题的边界条件，由珔狌θ１ 珋狉→∞ ＝０，可得

犅１ ＝０；当珔狉→０时，珔狌θ２ 为有限值，所以犃２＝０；由于

桩周土和桩芯土体上表面自由，则σ狕θ 狕＝０ ＝０、

σ狕θ２ 狕＝０ ＝０，由此可得犆１ ＝０、犆２ ＝０；当假设管桩

桩底端为基岩时，则有珔狌θ１（δ）＝０，珔狌θ２（δ）＝０，这里

δ＝犎／狉１，由此可得
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ｃｏｓ（犿１δ）＝０，ｃｏｓ（犿２δ）＝０ （１７）

　　由式（１７）可得到

犿１狀 ＝犿２狀 ＝γ狀 ＝
（２狀－１）π
２δ

，狀＝１，２，…，∞

（１８）

　　则分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性桩周土和桩芯土的

环向位移可以分别用级数表示为

珔狌１θ＝∑
∞

狀＝１

犃１狀犓１（β１狀珔狉）ｃｏｓ（γ狀珔狕） （１９）

珔狌２θ＝∑
∞

狀＝１

犅２狀犐１（β２狀珔狉）ｃｏｓ（γ狀珔狕） （２０）

式中：犃２狀、犅２狀为待定系数。考虑分数导数Ｋｅｌｖｉｎ粘

弹性体本构关系式（３），并对其进行Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，则

有

珋σ狉θ１ ＝ζ１（
珔狌θ１

珔狉
－
珔狌θ１
珔狉
）＝ζ１∑

∞

狀＝１

犃１狀［－β１狀犓０（β１狀珔狉）－

２
珔狉
犓１（β１狀珔狉）］ｃｏｓ（γ狀珔狕） （２１）

珋σ狉θ２ ＝μζ２（
珔狌θ２

狉
－
珔狌θ２
狉
）＝μζ２∑

∞

狀＝１

犅２狀［β２狀犐０（β２狀珔狉）－

２
珔狉
犐１（β２狀珔狉）］ｃｏｓ（γ狀珔狕） （２２）

式中：ζ１＝
１＋（ｉ珔ω犜犫１）

α１

１＋（ｉ珔ω犜犪１）
α１
，ζ２＝

１＋（ｉ珔ω犜犫２）
α２

１＋（ｉ珔ω犜犪２）
α２
，珋σ狉θ１＝

珓σ狉θ１

μ１
，珋σ狉θ２＝

珓σ狉θ２

μ１
，珓σ狉θ１、珓σ狉θ２分别为应力σ狉θ１、σ狉θ２的Ｆｏｕｒｉｅｒ

变换。由式（２１）和式（２２）可知，在管桩 土接触面处

桩周土和桩芯土对管桩的切向作用力分别为

犘１ ＝－珋σ狉θ１ 珋狉＝１ ＝

ζ１∑
∞

狀＝１

犃１狀［β１狀犓０（β１狀）＋２犓１（β１狀）］ｃｏｓ（γ狀珔狕）（２３）

犘２ ＝珋σ狉θ２ 珋狉＝珋狉２ ＝

μζ２∑
∞

狀＝１

犅２狀［β２狀犐０（β２狀珔狉２）－
２
珔狉２
犐１（β２狀珔狉２）］ｃｏｓ（γ狀珔狕）

（２４）

式中：犘１ ＝
珚犘１

μ１
，犘２＝

珚犘２

μ１
，珚犘１和珚犘２分别为珟犘１和珟犘２

的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，珟犘１和珟犘２分别为管桩 土接触面处桩

周土和桩芯土对管桩的切向作用力。

３　分数导数犓犲犾狏犻狀粘弹性土端承管桩

的扭转振动求解

　　以管桩桩身微元作为研究对象可以建立分数导

数Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性土中管桩的扭转振动控制方程为

珟犌ｐ犑ｐ

２珓θ

狕
２－２π狉

２
１
珟犘１－２π狉

２
２
珟犘２＝ρｐ犑ｐ


２珓θ

狋
２
（２５）

式中：珟犌ｐ为管桩桩身的剪切模量，ρｐ 为管桩桩身的

密度，珓θ为管桩的扭转角，犑ｐ为管桩桩身截面的极惯

性矩，且犑ｐ＝π（狉
４
１－狉

４
２）／２，珟犘１、珟犘２为桩周土和桩芯

土对管桩桩身的剪切作用力。对式（２５）两端进行

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，两端同除以μ１，同时考虑桩周土和桩

芯土对管桩的剪切作用力式（２３）和式（２４），得


２珋θ

珔狕
２－λ

２珋θ＝
４ζ１

犌ｐ（１－珔狉
４
２）∑

∞

狀＝１

犃１狀［β１狀犓０（β１狀）＋

２犓１（β１狀）］ｃｏｓ（γ狀珔狕）＋
４珔狉２２μζ２
犌ｐ（１－珔狉

４
２）∑

∞

狀＝１

犅２狀

［β２狀犐０（β２狀珔狉２）－
２
珔狉２
犐１（β２狀珔狉２）］ｃｏｓ（γ狀珔狕） （２６）

　　式（１９）中，犌ｐ＝
珟犌ｐ

μ１
，珋ρｐ＝

ρｐ

ρ１
，λ
２
＝－
珋
ρｐ
珔ω
２

犌ｐ
，珋θ为珓θ

的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换。端承管桩桩底和桩顶以及管桩与

桩芯土和桩周土接触面处的边界条件为

珋θ（珔狕）珔狕＝δ＝０，
珋θ（珔狕）

珔狕 珔狕＝０
＝－

珚犜

犌ｐ（１－珋狉
４
２）
（２７）

珔狌１θ＝珋θ，珔狌２θ＝珔狉２珋θ （２８）

式中：珡犜＝２珦犜／μ１π狉
３
１，珦犜为犜（狋）的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换。由

边界条件式（２７）可求得

珋θ＝－
珚犜０ｅ

λ珔狕

λ珚犌ｐ（１－珋狉
４
２）（１＋ｅ

２λδ）＋
ｅ２λδ珚犜０ｅ

－λ狕

λ珚犌ｐ（１－珋狉
４
２）（１＋ｅ

２λδ）－

４ζ１
犌ｐ（１－珔狉

４
２）∑

∞

狀＝１

犃１狀［β１狀犓０（β１狀）＋２犓１（β１狀）］·

ｃｏｓ（γ狀珔狕）

γ
２
狀＋λ

２ －
４珔狉２２μζ２
犌ｐ（１－珔狉

４
２）∑

∞

狀＝１

犅２狀［β２狀犐０（β２狀珔狉２）－

２
珔狉２
犐１（β２狀珔狉２）］

ｃｏｓ（α狀珔狕）

γ
２
狀＋λ

２
（２９）

考虑管桩与桩周土和桩芯土接触面边界条件式

（２８），由式（１９）、式（２０）可得

∑
∞

狀＝１

犅２狀犐１（β２狀珔狉２）ｃｏｓ（γ狀珔狕）＝

珔狉２∑
∞

狀＝１

犃１狀犓１（β１狀）ｃｏｓ（γ狀珔狕） （３０）

∑
∞

狀＝１

犃１狀犓１（β１狀）ｃｏｓ（α狀珔狕）＝－
珚犜０ｅ

λ珔狕

λ珚犌ｐ（１－珋狉
４
２）（１＋ｅ

２λδ）＋

ｅ２λδ珡犜０ｅ
－λ狕

λ珚犌ｐ（１－珔狉
４
２）（１＋ｅ

２λδ）－
４ζ１

犌ｐ（１－珔狉
４
２）∑

∞

狀＝１

犃１狀

［β１狀犓０（β１狀）＋２犓１（β１狀）］
ｃｏｓ（γ狀珔狕）

γ
２
狀＋λ

２ －

４珔狉２２μζ２
犌ｐ（１－珔狉

４
２）∑

∞

狀＝１

犅２狀［β２狀犐０（β２狀珔狉２）－

２
珔狉２
犐１（β２狀珔狉２）］

ｃｏｓ（γ狀珔狕）

γ
２
狀＋λ

２
（３１）

　　式（３０）和式（３１）两端分别同乘以ｃｏｓ（α狀珔狕），进

行三角函数正交性运算，然后求解方程组有

犅２狀 ＝
珔狉２犓１（β１狀）

犐１（β２狀珔狉２）
犃１狀 （３２）
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犃１狀 ＝
２犐１（β２狀珔狉２）

ψ狀
珡犜０ （３３）

式中：ψ狀 ＝δ珚犌ｐ（１－珔狉
４
２）（λ

２
＋α

２
狀）犓１（β１狀）犐１（β２狀珔狉２）＋

４ζ１δ犐１（β２狀珔狉２）［β１狀犓０（β１狀） ＋ ２犓１（β１狀）］ ＋

４珔狉２μζ２δ犓１（β１狀）［β２狀珔狉２犐０（β２狀珔狉２）－２犐１（β２狀珔狉２）］。

由此可得分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性土中管桩扭

转振动的扭转角为

珋θ（０）＝珔狌１θ 珋狉＝１ ＝∑
∞

狀＝１

２犐１（β２狀珔狉２）犓１（β１狀）

ψ狀
珡犜０

（３４）

　　进而可以得到频率域内分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹

性土管桩桩顶的扭转复刚度

犓 ＝
珡犜（０）
珋θ（０）

＝
１

－∑
∞

狀＝１

２犐１（β２狀珔狉２）犓１（β１狀）

ψ狀

（３５）

４　数值算例分析与讨论

为了研究分数导数 Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性土中管桩的

扭转振动响应特性，根据式（３５）得到的管桩桩顶扭

转复刚度编写计算程序并进行数值分析，图２—图

１１为：管桩与桩周土剪切模量比犌ｐ＝２０００，分数导

数阶数α１＝α２＝０．５，管桩长径比δ＝２０，管桩与桩周

土密度比ρｐ／ρ１＝２．０，土体分数导数本构模型参数

犜ａ１＝犜ａ２＝２．０，犜ｂ１＝犜ｂ２＝４．０，桩芯土与桩周土剪

切模量比μ＝１．０，以上参量的取值是在桩身混凝土

和土体实际常用参量值的基础上确定的，土体分数

导数模型参数可以通过实验数据拟合的方法得

到［２２］。图２给出了管桩扭转振动的分数导数粘弹

性解、经典粘弹性解和弹性解的对比，可以看出，分

数导数粘弹性解可退化到经典粘弹性和弹性解的情

况，间接说明采用分数导数粘弹性模型分析管桩扭

转振动的可行性和正确性，且弹性解的扭转复刚度

要较粘弹性解大。图３和图４分别给出了桩周土

和桩芯土本构关系中分数导数的阶数α１、α２ 不同

时对管桩扭转复刚度的影响，可以看出，桩周土分

数导数的阶数α１ 对扭转复刚度的实部和虚部的影

响相对较大，且分数导数的阶数越大，扭转复刚度

实部和虚部随频率变化曲线的峰值越小；而桩芯土

分数导数的阶数α２ 对扭转复刚度的影响与频率有

关，频率较低时α２ 几乎没有影响，而高频时有一定

的影响。图５和图６给出了参数犜ｂ１和犜ｂ２不同时

复刚度随频率的变化曲线，犜ｂ１和犜ｂ２对扭转复刚度

的影响与分数导数的阶数α１ 和α２ 的影响规律类

似，即犜ｂ１的影响较大且犜ｂ１越大扭转复刚度的实

部和虚部随频率变化曲线的峰值越小，而犜ｂ２的影

响与频率有关。由图７和图８可知，当桩芯土与桩

周土剪切模量比μ大于１时，其对管桩桩顶扭转复

刚度几乎没有影响，这可能是因为桩芯土与管桩接

触面相对较小，导致增大桩芯土剪切模量时其对管

桩的剪切作用力增大不明显；当μ小于１且较小时

剪切模量比对管桩复刚度有一定的影响但不是太

大，但当μ较大时扭转复刚度实部和虚部随频率变

化曲线波动则较大。管桩壁厚对扭转复刚度的影

响较大（如图９），随着桩周内半径的增大，即管桩

壁厚的减小，扭转复刚度实部和虚部随频率变化曲

线峰值对应的频率越小，曲线波动越大。与实芯桩

一样，管桩长径比（图１０）和管桩与土体的剪切模

量比（图１１）对管桩的影响也较大，管桩长径比越

大复刚度的实部和虚部越小，桩长较长时长径比的

影响程度将减小；随着管桩与土体剪切模量比的增

大，管桩桩顶复刚度实部和虚部越大，这可能是因

为管桩模量较大时管桩抗扭刚度大，管桩扭转角小

而导致复刚度增大。

图２　α１３种模型对比分析

犉犻犵．２　犆狅狀狋狉犪狊狋犻狏犲犪狀犪犾狔狊犻狊狅犳狋犺狉犲犲犿狅犱犲犾狊

图３　α１ 不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．３　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋α１

图４　α２ 不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．４　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋α２
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图５　犜犫１不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．５　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋犜犫１

图６　犜犫２不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．６　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋犜犫２

图７　μ不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．７　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋μ

图８　μ不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．８　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋μ

图９　狉２／狉１ 不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．９　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋狉２／狉１
　

图１０　δ不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线

犉犻犵．１０　犆狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲狋狅狉狊犻狅狀犪犾犮狅犿狆犾犲狓狊狋犻犳犳狀犲狊狊

狏犪狉狔犻狀犵狑犻狋犺犳狉犲狇狌犲狀犮狔犳狅狉犱犻犳犳犲狉犲狀狋δ

图１１　犌狆 不同时桩顶扭转复刚度随频率变化曲线
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５　结论

考虑桩周土和桩芯土的粘弹性特性，并借助分

数导数Ｋｅｌｖｉｎ粘弹性模型描述土体的应力 应变关

系，研究了分数导数粘弹性土中管桩的扭转振动。

得到以下主要结论：

１）桩周土本构模型参数α１ 和犜ｂ１对管桩的振动

的影较大，而桩芯土本构模型参数犜ｂ２和和α２ 对管

桩的扭转振动的影响与频率有关，即高频时有影响

低频时几乎没有影响。

２）桩芯土与桩周土剪切模量比μ大于１和小于

１时对管桩桩顶扭转复刚度的影响规律不同，当桩

芯土剪切模量较小时需要考虑桩周土和桩芯土力学

性质的差异的影响。

３）管桩内外半径比和长径比等几何特性和桩土

模量比等力学特性对管桩扭转振动影响较大，需要

重点考虑。
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