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挡土墙上被动土压力的变分求解方法

赵国，陈建功
（重庆大学 土木工程学院；山地城镇建设与新技术教育部重点实验室，重庆４０００４５）

摘　要：基于滑楔体整体极限平衡方程，根据变分法原理推导了被动土压力泛函极值的变分模型，

并引入拉格朗日乘子，将等周变分模型转化为含有两个函数自变量的泛函极值模型。依据欧拉方

程、边界条件和横截条件，得到了滑裂面函数和滑裂面上的应力函数，函数泛函极值模型转化为两

个未知量的函数优化模型。算例表明，对于一般土体，在作用点位置系数下界限处，滑裂面呈现对

数螺旋曲面，此时被动土压力最小；当作用点位置上移时，被动土压力呈非线性增长，在作用点位置

系数上界限处，滑裂面为平面，被动土压力达到最大，与库仑土压力理论解完全一致，但作用点在墙

体的相对位置并非在墙高的１／３处。结果表明，被动土压力大小和作用点位置受坡面的起伏和坡

面超载的不均匀性影响比较明显。
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　　被动土压力的计算是挡土墙上土压力理论研究

内容之一，除了对经典的朗肯土压力理论和库仑土

压力理论进行扩展、补充外，学者们在考虑其他诸如

土拱效应、强度理论、位移模式等方面也对被动土压

力的计算进行了深入探讨。李永刚［１］、王立国等［２］

考虑了土拱效应原理，按库仑理论得到土压力强度

的计算方法。侯键等［３］对平移模式下刚性挡土墙

和滑裂面间处于被动极限平衡状态的楔形土体进

行应力分析，推导了基于土拱原理的被动土压力系

数和滑裂面水平倾角，并提出被动土压力分布、土

压力合力及其作用位置公式。Ｃｈａｎｇ
［４］、蒋波等［５］

和杨泰华等［６９］对不同变位模式下的非极限主动土

压力进行计算，提出考虑位移效应的被动土压力计

算理论。程康等［１０］推导了平动模式下非饱和土填

土挡墙的被动土压力系数及被动土压力解析解。

赵均海等［１１］考虑基质吸力等因素的影响，结合双

剪强度理论，建立了非饱和土库仑被动土压力的统

一解。

变分 极 限 平 衡 法 最 早 是 由 Ｋｏｐáｃｓｙ提 出

的［１２１４］。李兴高、刘维宁等［１５１７］基于墙后滑楔体

整体极限平衡方程，建立了被动土压力计算的泛函

极值模型，计算结果表明，挡墙背后土体存在两种

被动临界状态，两种状态的计算结果就是被动土压

力大小的一个区间估计。该方法所建模型为填土

面水平、墙背垂直的情况，不能用于一般情况。对

于承受被动土压力的挡土墙（如桥台），有必要研

究合力作用点位置对被动土压力大小的影响，本文

考虑在一般情况下（倾斜墙背，填土表面非均匀堆

载，墙后为黏性土体，坡面为曲面），利用变分法原

理，提出基于合力作用点位置的被动土压力计算方

法，由此可以得到挡墙被动土压力的大小和作用点

位置的范围。

１　被动土压力变分计算模型

设挡土墙高 为犎，坡面形状为狔＝犵（狓），倾斜

角为α，墙后土体容重为γ，墙土间的摩擦角为δ，黏

聚力为犮、内摩擦角为φ，狇（）狓 为作用在坡面上的竖

向压力集度。考虑极限平衡条件下墙后土体形成滑

动楔体，假定其滑裂面通过挡墙墙踵，用曲线狔＝

狊（狓）表示，犘ｐ为挡土墙对滑动土体的作用合力，其

值等于被动土压力合力。σ（狓）、τ（狓）为滑裂面上的

法向和切向应力，点犅 为滑裂面的上端的点，其犡

坐标为狓１，犃为墙背的上端点，其犡 坐标为狓２ 点，

狓２ ＝－ｔａｎα，被动土压力作用点位置至墙踵的垂直

距离与挡土墙高度的比值称为作用点位置系数ξ，

见图１。滑楔体犗犃犅的静力平衡方程为

图１　计算模型示意图

犉犻犵．１　犛犽犲狋犮犺犿犪狆狅犳犮狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犿狅犱犲犾
　

由∑犡＝０得

犘ｐｓｉｎ（δ＋α）－∫
狓
１

０
τｄ狓－∫

狓
１

０
σ狊′ｄ狓＝０ （１）

　　由∑犢 ＝０得

犘ｐｃｏｓ（δ＋α）－∫
狓
１

０
τ狊′ｄ狓＋∫

狓
１

０
σｄ狓－∫

狓
１

０
狇ｄ狓－

∫
０

狓
２

［γ（犵－犽狓）＋狇］ｄ狓－∫
狓
１

０
γ（犵－狊）ｄ狓＝０（２）

　　由∑犕犗 ＝０得

犘ｐｃｏｓδξ
犎
ｓｉｎα

＋∫
０

狓
２

γ犵－（ ）犽狓 ＋［ ］狇狓ｄ狓＋

∫
狓
１

０

［（狓狊′－狊）τ－（狓＋狊狊′）σ＋

狇狓＋（犵－狊）γ狓］ｄ狓＝０ （３）

式中：狊′＝ｄ狊／ｄ狓；犽＝ｔａｎα，滑裂面上的应力遵循

ＭｏｈｒＣｏｕｌｏｍｂ破坏准则，即

τ＝狀１σ＋犮 （４）

式中：狀１ ＝ｔａｎφ。

由式（１）～式（３），可建立相应的泛函极值模型。

由式（３）得泛函

犑＝犕ｐ＋狕０ ＝∫
狓
１

０
犉０ｄ狓 （５）

式中：

犕ｐ＝犘ｐξ
犎ｃｏｓδ
ｓｉｎα

；
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犉０ ＝ （狓＋狊狊′＋狀１狊－狀１狊′狓）σ－（犵－狊）γ狓－

狊′狓犮＋狊犮－狇狓；

狕０ ＝∫
０

狓
２

［γ（犵－犽狓）＋狇］狓ｄ狓＝ｃｏｎｓｔ。

由式（１）得约束条件

∫
狓
１

０
狕１犉０＋犉（ ）１ ｄ狓＝狕２ （６）

式中：

犉１ ＝ （－狀１－狊′）σ－犮；

狕１ ＝
ｓｉｎαｓｉｎα＋（ ）δ

ξ犎ｃｏｓδ
＝ｃｏｎｓｔ；

狕２ ＝狕０狕１ ＝ｃｏｎｓｔ。

由式（２）得约束条件

∫
狓
１

０
狕３犉０＋犉（ ）２ ｄ狓＝狕４ （７）

式中：

犉２ ＝ （－狀１狊′＋１）σ－犮狊′－狇－γ犵－（ ）狊 ；

狕３ ＝
ｓｉｎαｃｏｓα＋（ ）δ

ξ犎ｃｏｓδ
＝ｃｏｎｓｔ；

狕４ ＝狕０狕３－∫
０

狓
２

［γ（犵－犽狓）＋狇］ｄ狓。

上述模型是变分学中的等周模型，可转化为无

约束泛函极值模型，构造泛函犑。

犑 ＝∫
狓
１

０
犉ｄ狓 （８）

犉＝犉０＋λ１犉１＋λ２犉２

式中：λ１、λ２为拉格朗日乘子。变分模型的欧拉微分

方程、边界条件及可动边界处的横截条件为

１）Ｅｕｌｅｒ微分方程

犉

σ
－
ｄ

ｄ狓
（犉
σ′
）＝０ （９）

犉

狊
－
ｄ

ｄ狓
（犉
狊′
）＝０ （１０）

　　２）约束方程

同式（６）、式（７）。

３）边界条件

狊（０）＝０ （１１）

狊（狓１）＝犵（狓１） （１２）

　　４）横截条件

（犉－狊′
犉

狊′
＋犵′

犉

狊′
）狓＝狓１＝０ （１３）

２　被动土压力变分计算模型的求解

由式（９），可得到

ｄ狊
ｄ狓
＝
狓＋狀１狊－λ１狀１＋λ２
狀１狓－狊＋λ１＋λ２狀１

（１４）

　　进行坐标平移，引入新坐标

狌＝狓＋λ２，狏＝狊－λ１ （１５）

坐标平移后的模型见图２。

图２　坐标变换后的计算模型

犉犻犵．２　犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀犿狅犱犲犾犪犳狋犲狉犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狋狉犪狀狊犳狅狉犿犪狋犻狅狀
　

令狑＝狏／狌，则微分方程式（１４）变为

狑＋狌
ｄ狑
ｄ狌
＝
狀１狑＋１

狀１－狑
（１６）

　　分离变量得通解为

ｌｎ［狌２（１＋狑
２）］＝２狀１ａｒｃｔａｎ狑＋狕５ （１７）

　　平移后的坐标换成极坐标

狌＝狉ｃｏｓθ，狏＝狉ｓｉｎθ （１８）

　　式（１７）变为

狉＝狕６ｅ
狀
１θ （１９）

式中：狕５、狕６ 为任意积分常数。

由狊（０）＝０得原坐标原点犗 在新坐标中为

狌０ ＝λ２，狏０ ＝－λ１，新坐标中犗点的极坐标为 （狉０，

θ０），则滑裂面方程为

狉＝狉０ｅ
－狀１

（θ０－θ
） （２０）

式中：狉０ ＝ λ
２
１＋λ槡

２
２，

θ０ ＝－ａｒｃｔａｎ（λ１／λ２） λ２ ＞０

θ０ ＝－π－ａｒｃｔａｎ（λ１／λ２）λ２ ≤
烅
烄

烆 ０

滑裂面为对数螺旋面。

由式（１０）得

－２狀１σ＋（－狀１狓＋狊－λ１－狀１λ２）σ′－

γ狓－λ２γ－２犮＝０ （２１）

　　式（２１）在新坐标下的极坐标形式为

ｄσ
ｄθ
＋２狀１σ＝－２犮－γ狉０ｅ

－狀１
（θ０－θ

）
ｃｏｓθ （２２）

　　式（２２）的通解为

σ＝ｅ∫
θ
θ１
－２狀１ｄ（θ狕７＋∫

θ

θ１

（２犮－

γ狉０ｅ
－狀１

（θ０－θ
）
ｃｏｓθ）ｅ∫

θ
θ１
２狀
１
ｄθｄ）θ

式中：狕７ 为积分常数；θ１ 为任意角度，可取θ１＝０。
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σ＝狕７ｅ
－２狀１θ－

γ狉０ｅ
－狀１ θ犗－
（ ）θ ｓｉｎθ＋３狀１ｃｏｓ（ ）θ－３狀１γ狉０ｅ

－狀１ θ犗＋２
（ ）θ

１＋９狀
２
１

－

犮
狀１

（２３）

　　由式（１３）可得犃点处正应力为

σ（狓１）＝σ（θ１）＝

ｃｏｓθ１ 狇（狓１）＋犮犵′（狓１（ ））－犮ｓｉｎθ１
ｓｉｎθ１ 犵′（狓１）－狀（ ）１ ＋ｃｏｓθ１ １－狀１犵′（狓１（ ））

（２４）

将式（２４）代入式（２３），得

狕７ ＝ｅ
２狀
１θ１·

犮
狀１
＋

ｃｏｓθ１ 狇（狓１）＋犮犵′（狓１（ ））－犮ｓｉｎθ１
ｓｉｎθ１ 犵′（狓１）＋狀（ ）１ ＋ｃｏｓθ１ １－狀１犵′（狓１（ ）［ ）＋

γ狉０ｅ
－狀１ θ０－θ
（ ）

１ ｓｉｎθ１＋３狀１ｃｏｓθ（ ）１ －３狀１γ狉０ｅ
－狀１ θ０＋２θ
（ ）

１

１＋９狀 ］２
１

　　上述变分问题只包含两个未知的拉格朗日常数

λ１、λ２，可由式（６）和式（７）联立求出，相当于求式

（２５）函数Φ的零值问题。

Φ（λ１，λ２）＝∫
狓
１

０
狕１犉０＋犉（ ）１ ｄ狓－狕［ ］２

２

＋

∫
狓
１

０
狕３犉０＋犉（ ）２ ｄ狓－狕［ ］４

２

＝０ （２５）

　　式（２５）的解可通过求解函数Φ的极小值且极小

值为０得到，可采用 Ｍａｔｌａｂ提供的Ｆｍｉｎｓｅａｒｃｈ函

数进行求解。

３　算例分析

设挡土墙墙高６ｍ，墙后为砂土，重度γ＝

１８ｋＮ／ｍ３，内聚力犮＝０，内摩擦角φ＝３０°，挡土墙倾

角α＝７０°，挡墙与土体的摩擦角δ＝１０°，坡面倾角

β＝２０°，上部堆载狇＝１０ｋＰａ。

计算结果见图３，图中Φ曲线存在一Φ＝０的

水平直线段，此直线段的ξ系数变化范围就是被动

土压力合力作用点的位置系数范围，存在上下界限

值（此例中下限值ξｄ ＝０．３３６９，上限值ξｕ ＝

０．５３５５），在此范围内，Φ＝０，也即是说，当土压

力的合力作用点位于距墙锺２．０２～３．２１ｍ范围

内时，墙后土体可以达到极限平衡状态。图４为被

动土压力合力随作用点位置系数ξ的变化曲线，图

５为滑裂面随作用点位置系数ξ的变化情况。随

着作用点位置系数的增大，被动土压力呈非线性增

长，在作用点位置下限处，被动土压力最小，滑裂

面为对数螺旋曲面，但随着作用点位置的上移，曲

率半径逐渐增大，到上限处变为平面，此时，被动

土压力值达到最大。

图３　Φ函数计算结果

犉犻犵．３　犆犪犾犮狌犾犪狋犲犱狉犲狊狌犾狋狅犳犳狌狀犮狋犻狅狀Φ

图４　被动土压力随系数ξ的变化曲线

犉犻犵．４　犜犺犲犮狌狉狏犲狊狅犳狏犪狉犻犲犱狆犪狊狊犻狏犲狆狉犲狊狊狌狉犲

犪犮犮狅狉犱犻狀犵狋犺犲犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋ξ

图５　不同ξ对应的不同滑裂面曲线

犉犻犵．５　犜犺犲犱犻犳犳犲狉犲狀狋犮狌狉狏犲狊狅犳狊犾犻狆犳犪犮犲犪犮犮狅狉犱犻狀犵

狋狅犱犻犳犳犲狉犲狀狋狏犪犾狌犲狊狅犳ξ
　

４　与库仑土压力理论结果对比

按变分法的计算结果与按库仑公式的计算结果

见表１。可以看出，当作用点位置在上界限时，即滑

裂面为平面时，被动土压力值与按库仑公式得到的

土压力值是一致的，但合力作用点位置却不一致，这

主要是因为库仑理论假定土压力线性分布，且不考

虑土楔体力矩平衡条件。按变分法的计算结果，当

滑裂面为平面时，滑裂面上的应力分布呈非线性，相

应的土压力分布也应是非线性的。
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表１　变分法与库仑土压力理论的计算结果比较

犜犪犫犾犲１　犚犲狊狌犾狋犮狅犿狆犪狉犻狀犵狅犳狆犪狊狊犻狏犲犲犪狉狋犺狆狉犲狊狊狌狉犲狌狊犻狀犵狏犪狉犻犪狋犻狅狀犪犾犿犲狋犺狅犱犪狀犱狌狊犻狀犵犆狅狌犾狅犿犫狋犺犲狅狉狔

变分解 库仑理论解

犘ｐ／（ｋＮ·ｍ） 倾覆力矩／ｋＮ 作用点位置ξ 安全系数 犘ｐ／（ｋＮ·ｍ） 倾覆力矩／ｋＮ 作用点位置ξ

１９１８．０～２０８７．９ ３８７７．０～６７０８．４ ０．３３６９～０．５３５５ １．７６～１．０２ ２０８７．９ ４５６０．５ ０．３６４２

　　图６所示为库仑理论的挡土墙模型，取墙后部

分三角形滑动土楔体犃犅犇作为研究对象，如图７所

示。犘ｐ（狔）为墙背对滑楔体的支撑反力合力，也即被

动土压力合力；犚（狔）为不动土体对滑楔体的反力合

力；犌（狔）为土体犃犅犇 的重量；犙（狔）为作用在犃犇

面上竖向压力。

图６　库仑刚性挡土墙模型图

犉犻犵．６　犆犗犝犔犗犕犅’狊犕狅犱犲犾狅犳狉犲狋犪犻狀犻狀犵狑犪犾犾
　

图７　土楔体犃犅犇受力分析

犉犻犵．７　犿犲犮犺犪狀犻犮犪犾犪狀犪犾狔狊犻狊狅狀狊犾犻犱犻狀犵狑犲犱犵犲犃犅犇
　

土楔体犃犅犇的力平衡条件见图８，由三角形正

弦定理可得

犘ｐ（）狔
ｓｉｎθ＋（ ）φ

＝
犚（）狔

ｓｉｎα＋（ ）δ
（２６）

　　令狆ｐ（狔）为墙背对滑楔体的支撑反力强度，也

即被动土压力强度，狉（狔）为不动土体对滑楔体的反

力强度，即

犘ｐ（）狔 ＝∫
狔

０
狆ｐ（）狔 ｄ狔

犚（）狔 ＝∫
狔Ｄ

０
狉（）狔 ｄ

烅

烄

烆 狔

（２７）

　　将式（２７）代式（２６），得

∫
狔

０
狆ｐ（）狔 ｄ狔＝

ｓｉｎθ＋（ ）φ
ｃｏｓα＋（ ）δ∫

狔Ｄ

０
狉（）狔 ｄ狔 （２８）

　　考虑几何关系

狔Ｄ ＝
狔
ｓｉｎα

·ｓｉｎα＋
（ ）β

ｓｉｎθ－（ ）β
·ｓｉｎθ （２９）

　　式（２８）两边对狔求导，得

狆ｐ（）狔 ＝
ｓｉｎθ＋（ ）φ
ｃｏｓα＋（ ）δ

ｓｉｎθ
ｓｉｎα

·ｓｉｎα＋
（ ）β

ｓｉｎθ－（ ）β
·狉狔（ ）Ｄ

（３０）

式中：狉狔（ ）Ｄ ＝
σ（狓犇）

ｃｏｓφ
，σ（狓犇）为滑裂面上犇 点的正

应力，可由式（２３）计算得到。通过变分法计算滑面

上的正应力及滑面倾角，就可通过式（３０）得到被动

土压力强度的非线性分布。图９即为算例中当滑裂

面为平面时的被动土压力强度分布图。

图８　土楔体犃犅犇的力平衡条件

犉犻犵．８　犉狅狉犮犲犲狇狌犻犾犻犫狉犻狌犿狅犳狊犾犻犱犻狀犵狑犲犱犵犲犃犅犇
　

图９　土压力强度分布图

犉犻犵．９　犇犻狊狋狉犻犫狌狋犻狅狀狅犳犲犪狉狋犺狆狉犲狊狊狌狉犲
　

表１中的安全系数一栏是指按库仑公式进行挡

墙的抗倾覆设计，取１．５的安全系数时所对应的按

本文方法计算的抗倾覆安全系数范围。若按库仑理

论进行设计，实际的被动土压力合力作用点位置比

库仑理论设定的要高，其安全系数达不到１．５的要

求，所以，应优化挡墙的结构，控制挡墙的变位模式，
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使合力作用点降低，提高抗倾覆安全系数。

５　坡面起伏和非均匀超载对被动土压

力的影响

　　设挡墙高６ｍ，墙后土重度γ＝１８ｋＮ／ｍ
３，内聚

力犮＝１０ｋＰａ，内摩擦角φ＝２０°，挡土墙倾角α＝７０°，

坡面形状函数犵（狓）和非均匀超载狇（狓）均用三角函

数模拟坡面的起伏和非均匀超载。表２为计算结

果，可以看出，被动土压力合力和作用点受坡面的起

伏以及坡面超载的不均匀性影响不能忽视。

表２　考虑坡面起伏及非均匀超载的计算结果

犜犪犫犾犲２　犆狅犿狆狌狋犲犱狉犲狊狌犾狋狊犮狅狀狊犻犱犲狉犻狀犵狊狌狉犳犪犮犲狌狀犱狌犾犪狋犻狅狀狅犳犲犪狉狋犺犳犻犾犾犻狀犵犪狀犱狌狀犲狏犲狀狊狌狉犳犪犮犲犾狅犪犱

算例 坡面与堆载方程 被动土压力大小范围／ｋＰａ 合力作用点系数范围

坡面无起伏，

堆载均布

狇（狓）＝１０

犵（狓）＝６＋ｔａｎ２０°（狓－６ｃｏｔ７０°）
１４７４．４～１６２５．２ ０．３４７７～０．５３３７

坡面有起伏，

堆载均布

狇（狓）＝１０

犵（狓）＝６＋ｔａｎ２０°（狓－６ｃｏｔ７０°）＋ｓｉｎ（２π狓／５）／５
１４７７．４～１６２５．４ ０．３５３２～０．５３０９

坡面无起伏，

堆载非均布

狇（狓）＝１０＋５ｓｉｎ（２π狓／５）

犵（狓）＝６＋ｔａｎ２０°（狓－６ｃｏｔ７０°）
１４７３．３～１６２５．８ ０．３５４４～０．５２９８

坡面有起伏，

堆载非均布

狇（狓）＝１０＋５ｓｉｎ（２π狓／５）

犵（狓）＝６＋ｔａｎ２０°（狓－６ｃｏｔ７０°）＋ｓｉｎ（２π狓／５）／５
１４７６．４～１６２５．３ ０．３６０４～０．５２６２

６　结论

基于墙后滑楔体整体极限平衡方程，利用变分

法原理推导了被动土压力泛函极值的变分模型，提

出了相应的计算方法，当作用点位置已知时，可有

效确定被动土压力大小和滑裂面形状位置。算例

分析表明，墙后土体的极限平衡状态对应于作用点

位置系数范围，随着作用点位置系数的增大，被动

土压力呈非线性增长，在作用点位置下限处，被动

土压力最小，滑裂面为对数螺旋曲面，但随着作用

点位置的上移，滑裂面曲率半径逐渐增大，到上限

处变为平面。此时，被动土压力值达到最大，且与

按库仑理论计算的被动土压力一致，但作用点位置

位于墙背中点以上，与库仑理论所假定的合力作用

点位置不一致。
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