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二维耦合热弹性动力学问题的无网格
自然邻接点Petrov-Galerkin法

李庆华,陈莘莘
(华东交通大学 土木建筑学院,南昌330013)

摘 要:为了更有效地求解二维耦合热弹性动力学问题,对无网格自然邻接点Petrov-Galerkin法

在此类问题中的应用进行了研究,并发展了相应的计算方法。该方法建立试函数时可以只依赖于

一组离散的节点,有效地避免了复杂的网格划分和网格畸变的影响。相对于常用的移动最小二乘

而言,自然邻接点插值不涉及复杂的矩阵求逆运算,更不需要任何人为参数。由于运动方程和瞬态

热传导方程相互影响,这些方程必须联立求解。采用Newmark法求解空间离散后得到的二阶常微

分方程组,进而可直接获得温度场和位移场的数值结果。
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MeshlessnaturalneighbourPetrov-Galerkinmethodfortwo-dimensional
dynamiccoupledthermoelasticityproblem

LiQinghua,ChenShenshen
(SchoolofCivilEngineeringandArchitecture,EastChinaJiaotongUniversity,Nanchang330013,P.R.China)

Abstract:Inordertosolvethetwo-dimensionaldynamiccoupledthermoelasticityproblemmoreeffectively,

anovelnumericalmethodbasedonthemeshlessnaturalneighbourPetrov-Galerkinmethodisproposedin
thisstudy.Onlyagroupofscatterednodesarerequiredinthismethod,toconstructapproximationfunctionand
thereforecomplexmeshinganddisadvantageofmeshdistortionareeffectivelyeliminated.Incomparisonwiththe
movingleast-squares(MLS)approximationusedwidelyinmeshlessmethods,thenaturalneighbourinterpolation
requiresnocomplexmatrixinversionsandnoartificialintermediateparameters.Theequationsofmotionand
transientheatconductionequationsofthecoupledthermoelasticityinteractiononeachotherandthereforethese
equationsmustbesolvedsimultaneously.Afterspatiallydiscretization,aseriesofsecond-orderordinarydifferential
algebraicequationsisobtained,whichissolvedbytheNewmarkmethodtoobtainthenumericaltemperatureand
displacementfielddirectly.
Keywords:meshlessmethod;naturalneighbourinterpolation;dynamiccoupledthermoelasticity;Petrov-
Galerkinmethod



  当结构受到温变,一般会产生热应力,并且热应

力是物体破坏的一个重要因素[1-2]。对受热结构进

行分析时,解耦方法可先由热传导方程求出温度分

布,再由热弹性方程求解位移和应力。但是,解耦方

法没有考虑结构变形对温度场的影响[3]。事实上,

热弹性力学中最基本的问题就是耦合热弹性问题。

在耦合热弹性问题中,温度和变形会相互影响,温度

场和应变场的耦合项必须体现在热传导方程中。为

了求解温度、位移和应力,必须联立求解热传导方程

和热弹性运动方程。相对于非耦合热弹性问题,耦

合热弹性问题求解更困难。

热应力问题的数值方法主要基于发展较为成熟

的有限元法[4-5]和边界元法[6-8]。近年来,部分学者

尝试采用无网格法[9-12]求解热应力问题。无网格法

不仅能够避免网格生成的复杂过程,而且在节点分

布不规则时,损失的计算精度较小,从而日益得到重

视[13-14]。近十多年来发展起来的无网格法―无网格

自然邻接点Petrov-Galerkin法[15-16]不仅允许加权

函数和试函数取自不同的函数空间[17],而且克服了

本质边界条件不易施加的困难。此方法中,所有的

积分都在中心为所考虑点的多边形子域上进行,而

且多边形子域的构造十分方便。目前,无网格自然

邻接点Petrov-Galerkin法在很多领域都得到广泛

应用[18-20]。本文采用自然邻接点插值对温度和位移

分别插值,与局部加权余量法结合,提出了适用于耦

合热弹性动力学问题的无网格自然邻接点Petrov-

Galerkin法。最后,通过数值算例验证了本文方法

应用于耦合热弹性动力学问题分析的有效性和合

理性。

1 自然邻接点插值

在求解域内给定M 个离散节点,其集合为N=
{x1,x2,…,xM}。对任一节点xI,其一阶Voronoi结

构可定义为

TI = {x∈R2:d(x,xI)<d(x,xJ),∀J≠I}

(1)

式中:d(x,xI)表示点x与节点xI 之间的距离。

为计算Sibson插值形函数,需进一歩定义二阶

Voronoi结构。

TIJ = {x∈R2:d(x,xI)<d(x,xJ)<
d(x,xK),∀J≠I≠K} (2)

  图1所示为点x的一阶和二阶 Voronoi结构。

根据Sibson插值的定义[15],点x的插值函数为

φI(x)=AI(x)/A(x) (3)

式中:AI(x)为点x的二阶Voronoi结构TxI的面积;

A(x)为点x的一阶Voronoi结构Tx 的面积。

图1 点x的一次和二次Voronoi结构

Fig.1 First-orderandsecond-orderVoronoicellsaboutx
 

定义了各节点的插值函数后,点x的温度函数

类似于有限元法可写为

θ(x)=∑
n

I=1
φI(x)θI (4)

式中:θI(I=1,2,L,n)是点x周围自然邻接点的节

点温度。

2 控制方程的弱形式及其离散化

设线性耦合热弹性动力学问题的区域为Ω,Γ
为Ω 的边界。热弹性力学的应力、位移与温度之间

的关系为[1]

σij =2μεij +λεkkδij -βθδij (5)

式中:σij为应力;εij为应变,λ和μ 为拉梅常数;β为

热应力系数;θ为温度变化值。小变形情况下,应变

εij与位移ui 的几何关系为

εij = (ui,j+uj,i)/2 (6)

  在经典的热弹性理论中,运动方程和热传导方

程可表示为[1]

σij,j+bi-ρ̈ui =0 (7)

kθ,ii-ρċθ-βθ0̇ui,i+Q=0 (8)

式中:ρ为质量密度;̈ui 为加速度;̇ui,i为体积应变率;

bi 为体力;̇θ表示温度对时间的导数;θ0 为参考温

度;Q 为热源;k为导热系数;c为比热容。在边界Γ
上,边界条件包括力学和热学两种,数学表达式为

ui(x,t)=ui(x,t), x∈Γu (9)

ti(x,t)=ti(x,t), x∈Γt (10)

θ(x,t)=θ(x,t), x∈Γθ (11)

kθ,ini =q, x∈Γq (12)
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式中:ui 和ti 分别表示给定的位移和面力;θ和q 分

别表示给定的温度和热通量;ni 为边界Γ 的外法线

方向余弦。此外,相应的初始条件为

θ(x,0)=θ0, x∈Ω (13)

u(x,0)=u0, x∈Ω (14)

v(x,0)=v0, x∈Ω (15)

式中:θ0 为初始温度;u0 和v0 分别为初始位移和初

始速度。

在子域ΩI
s 上,式(7)和式(8)的局部弱形式可分

别表示为

∫ΩIs
vI(σij,j+bi-ρ̈ui)dΩ=0 (16)

∫ΩIs
vI(kθ,ii-ρċθ-βθ0̇ui,i+Q)dΩ=0 (17)

式中:vI 为加权函数。对式(16)左边积分的第1项

进行分部积分并利用散度定理后,可得

∫ΩIs

(vIρ̈ui+vI,jσij)dΩ-

∫ΓIs
vItidΓ-∫ΩIs

vIbidΩ=0 (18)

式中:ΓI
s 为子域ΩI

s 的边界,通常由内边界ΓI
si和局部

边界位于整体边界上给定面力边界条件的ΓI
st和给

定位移边界条件的ΓI
su三部分组成。在无网格自然

邻接点Petrov-Galerkin法中,多边形子域ΩI
s 是由

共享节点I的Delaunay三角形TIi构成,如图2所

示。选取FEM三角形线性单元的形函数 NI 为权

函数,式(18)可简化为

∫ΩIs

(NIρ̈ui+NI,jσij)dΩ-

∫ΓIst
NItidΓ-∫ΩIs

NIbidΩ=0 (19)

图2 局部多边形子域

Fig.2 Thelocalpolygonalsub-domains
 

以此类推,式(17)可变为

∫ΩIs

(NIρċθ+NIβθ0̇ui,i+NI,ikθ,i)dΩ-

∫ΓIsq
NIqdΓ-∫ΩIs

NIQdΩ=0 (20)

  由于只对空间域进行离散,求解域Ω 内的位移

u(x,t)和温度θ(x,t)可由式(4)表示为

u(x,t)=∑
n

I=1
φI(x)uI(t)

θ(x,t)=∑
n

I=1
φI(x)θI(t)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(21)

将式(21)代入式(19)和式(20),可得耦合热弹性动

力学问题的离散控制方程为

Müu(t)+Kuu(t)+Huθ(t)=Fu(t) (22)

Cθ̇θ(t)+Kθθ(t)+Gθ̇u(t)=Fθ(t) (23)

式中:

Mu
IJ =∫ΩIs

ρNIΦJdΩ (24)

Ku
IJ =∫ΩIs

VIDBJdΩ (25)

Hu
IJ =-∫ΩIs

WIβφJdΩ (26)

Fu
I(t)=∫ΓIst

NIt(t)dΓ+∫ΩIs
NIb(t)dΩ (27)

Cθ
IJ =∫ΩIs

ρcNIφJdΩ (28)

Kθ
IJ =∫ΩIs

k∂NI

∂x
∂φJ

∂x +∂NI

∂y
∂φJ

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷dΩ (29)

Gθ
IJ =∫ΩIs

NIβθ0PJdΩ (30)

Fθ
I(t)=∫ΓIsq

NIq(t)dΓ+∫ΩIs
NIQ(t)dΩ (31)

式中:

VI =
NI,x 0 NI,y

0 NI,y NI,x

é

ë
êê

ù

û
úú (32)

BJ =
φJ,x 0

0 φJ,y

φJ,y φJ,x

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

(33)

WI = NI,x NI,y[ ]T (34)

ΦJ =
φJ 0

0 φJ

é

ë
êê

ù

û
úú (35)

PJ = φJ,x φJ,y[ ] (36)

D= E
1-v2

1 v 0

v 1 0

0 0 1-v
2

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(planestress)

(37)

β= αE
1-v

(planestress) (38)
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  对于平面应变问题,需把E 换成E/(1-v2),v
换成v/(1-v),α换成(1+v)α。式(22)和式(23)可

合并为

Mu 0

0 0
é

ë
êê

ù

û
úú
ü
θ̈{ }+

0 0

Gθ Cθ

é

ë
êê

ù

û
úú
u̇
θ̇{ }+

Ku Hu

0 Kθ

é

ë
êê

ù

û
úú
u
θ{ }=

Fu

Fθ{ } (39)

  式(39)即为施加边界条件后的系统耦合微分方

程组,可采用Newmark方法[21]进行求解。

3 数值算例

为了验证所提方法的有效性,考虑如图3所示

的单位面积方板,该问题为平面应变状态下的一个

经典算例。初始时刻板的温度和位移均为0,板上

边受到突加的热载荷,另外3边均绝热,且无法向位

移。弹性模量E=1,泊松比v=0.3,导热系数k=
1,密度ρ=1,比热容c=1,热膨胀系数α=0.02。计

算中,采用15×15个节点将方板离散,时间步长取

为2.0×10-3。

图3 突加热载荷的方板

Fig.3 Asuddenlyheatedunitsquareplate
 

当不考虑惯性项和耦合项时,此问题属于准静

态热弹性力学问题。图4和图5分别给出了方板

y轴上不同坐标处的温度和竖向位移变化情况。从

图4和图5可以看出,本文数值解与解析解[22]吻合

得很好。

当考虑惯性项时,为了便于对耦合和非耦合情

况下的计算结果进行比较,引入如下修正的耦合

系数[12]

η=
(1+v)α2Eθ0

(1-v)(1-2v)ρc
(40)

式中:耦合系数η的取值范围一般为0.01~0.2。相

关温度取为θ0=100,则对应的耦合系数为η=
0.186。图6和图7分别为y轴上不同坐标处耦合

图4 温度随时间的变化

Fig.4 Temporalvariationofthetemperature
 

图5 竖向位移随时间的变化

Fig.5 Temporalvariationoftheverticaldisplacement
 

项对温度和位移的影响。显然,耦合项对温度的影

响很大,但对位移的影响可忽略不计。

图6 耦合效应对温度的影响

Fig.6 Couplingeffectsonthetemperature
 

图7 耦合效应对竖向位移的影响

Fig.7 Couplingeffectsontheverticaldisplacement
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4 结论

无网格自然邻接点Petrov-Galerkin法是一种

简单适用,且效率和精度均十分优良的无网格分析

方法。在采用自然邻接点插值对位移和温度分别插

值的基础上,将FEM 三角形线性单元的形函数作

为加权函数,采用加权余量法详细推导了二维耦合

热弹性动力学问题的无网格自然邻接点 Petrov-

Galerkin法计算公式。数值算例表明,所提的二维

耦合热弹性动力学问题求解方法可行。
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