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基于微分等价递归算法的桥梁体系
耐久性可靠度动态评估

黄海新1,孙文豪1,李环宇1,程寿山2

(1.河北工业大学 土木与交通学院,天津300401;2.交通运输部 公路科学研究所,北京100080)

摘 要:结构耐久性可靠度评估应以体系为对象,并且要体现结构性能的自身特征及动态时变特

性。基于贝叶斯动态更新技术,以混凝土碳化深度为随机变量,利用体现结构个性特征的实桥检测

信息对传统静态碳化模型进行修正。以可靠度指标为评价标准,引入能计入构件间相关性的微分

等价递归算法,并将其嵌入到贝叶斯动态更新框架中,构造出体系碳化耐久性动态评估模型和计算

流程,形成了复杂体系碳化耐久性动态可靠度计算方法,采用 MATLAB平台开发了计算程序。利

用碳化试验模拟实桥检测数据,对钢筋混凝土拱桥进行了体系动态耐久性评估,发现模型更新后拱

圈和立柱的碳化耐久性可靠度比更新前有所增大,而桥面板则有所降低,体系耐久性可靠度低于构

件可靠度。
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Abstract:Structuraldurabilityreliabilityassessmentshouldbebasedonthesystemandshouldalsoreflect
thecharacteristicsofthestructuralpropertiesanddynamictime-varyingcharacteristics.Inthispaper,

basedonBayesiandynamicupdating,takingthedepthofconcretecarbonizationasarandomvariable,the
traditionalstaticcarbonizationmodelismodifiedbasedontherealbridgedetectioninformationthatreflects
thestructuralpersonalitycharacteristics.Takingthereliabilityindexastheevaluationstandard,a
differentialequivalentrecursivealgorithmthatcanbeincludedinthecorrelationbetweencomponentsis
introducedandembeddedintheBayesiandynamicupdateframework.Thedynamicevaluationmodeland
calculationprocessofcarbonizationdurabilityofthesystemareproposed,andthedynamicreliability



calculationmethodofcarbonizationdurabilityofcomplexsystemisputforward.Thecalculationprogramis
developedbasedonMATLABplatform.Thedynamicdurabilityevaluationofthereinforcedconcretearch
bridgewascarriedoutbycarbonationsimulationtests.Resultsshowthatthereliabilityofcarbonization
durabilityofthearchringandthecolumnincreasedwhilethereliabilityofcarbonizationdurabilityofbridge
deckdecreasedviathemodifiedmodel.Thedurabilityofthesystemislowerthanthereliabilityofthe
component.
Keywords:differentialequivalencerecursivealgorithm;bayesiandynamiclinearmodel;systemreliability;

durability;carbonation

  耐久性是体现混凝土桥梁结构正常运营及服役

年限的重要方面,能计入影响因素随机特性的可靠

度是耐久性评定的重要指标[1-4]。但对复杂桥梁结

构体系而言,大量的组成构件导致其失效路径众多

且彼此间存在相关性,可靠度求解难度很大[5],而微

分等价递归算法[6]是解决这一问题的有效途径。李

昕等[7]对标准导管架平台进行安全评价,采用微分

等价递归算法获得其系统可靠度。刘扬等[8]采用微

分等价递归算法对一简支钢梁在均布荷载下的承载

能力进行了分析,快速识别出其主要失效模式。陈

向前等[9]采用微分等价递归算法高效并精确地生成

双层框架的当量失效状态。目前,该算法主要限于

对结构当前静态承载能力评定方面的应用,尚未引

入到具有明显时变特征的结构体系耐久性可靠度评

估中。

在碳化耐久性评估方面,贝叶斯方法能考虑构

件动态变化特性并能做出适时更新,能将桥梁客观

检测数据与主观先验模型相融合,并能计入检测信

息和实际信息的误差[10-16]。刘均利等[10]通过贝叶

斯方法根据检测信息对各碳化模型权重进行更新,

降低了模型的随机性。李英民等[11]等用贝叶斯方

法对混凝土试 件 的 碳 化 规 律 进 行 评 测。樊 学 平

等[12]采用贝叶斯动态模型对桥梁中一片主梁进行

了健康检测和评价。可见,贝叶斯方法已构建出了

信息动态更新的理论框架,在修正模型以提升桥梁

工况预测精度方面已展现出良好的应用前景,但主

要集中于构件层次的动态评估。

为实现对结构体系的耐久性可靠度动态评估,

本文结合微分等价递归算法在体系可靠度求解和贝

叶斯方法在信息更新方面各自的优势,将微分等价

递归算法嵌入碳化深度动态预测模型中,建立了结

构体系碳化耐久性可靠度评估模型和计算流程,并
基于 MATLAB平台开发了计算程序。通过对上承

式钢筋混凝土拱桥构件和体系的碳化耐久性分析,

初步显示了所提方法对工程结构体系动态更新、危
险构件筛选和维护优先次序确定方面的重要价值。

1 碳化深度贝叶斯动态线性模型的

建立

1.1 贝叶斯动态线性模型简介

贝叶斯动态模型是由英国统计学家 Harrison
教授和Stevens教授提出的,其功能可实现对未来

数据的动态概率预测。模型主要由式(1)、式(2)两
个方程确定[10-12]。

观测方程:

yt =Ft
Tθt+vt,(vt ~N[0,Vt]) (1)

  状态方程:

θt =Gtθt-1+ωt,(ωt ~N[0,Wt]) (2)

式中:yt 表示t时刻的观测数据;θt 为t时刻的状态;

Ft 为t时刻状态与观测数据之间的关系;vt 为t时

刻的测量误差;Gt 描述了状态参数从t-1时刻到t
时刻的变化;ωt 则描述了状态变化过程中的随机性。

对于常用的时间序列动态线性模型,Ft,Gt 均具有

平稳性。

具体公式可由贝叶斯定理推导。

1)一步预测和后验分布

①t-1时刻后验分布

(θt-1/Dt-1)~N[mt-1,Ct-1] (3)

  ②t时刻先验分布

(θt/Dt-1)~N[at,Rt] (4)

式中:

at =Gtmt-1;Rt =GtCt-1Gt
T+Wt

  ③t时刻一步预测分布

(yt/Dt-1)~N[ft,Qt] (5)

式中:ft=Ft
Tat;Qt=Ft

TRtFt+Vt

④t时刻后验分布

(θt/Dt)~N[mt,Ct] (6)

式中:mt =at +Aet;Ct =Rt -AtAt
TQt;At =
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RtFtQt
-1;et=yt-ft。

2)k步预测分布

在已知Dt 的情况下,可对未来的状态进行预

测,θt+κ和yt+κ分布为

状态分布:

(θt+κ/Dt)~N[at(κ),Rt(κ)] (7)

  预测分布:

(yt+κ/Dt)~N[ft(κ),Qt(κ)] (8)

式中:at(κ)=Gt+κat(κ-1);Rt(κ)=Gt+κRt(κ-1)

Gt+κ
T+Wt+κ;ft(κ)=Ft+κTat(κ);Qt(κ)=Ft+κTRt

(κ)Ft+κ+Vt+κ。

3)滤波递推

在已知Dt的情况下,可由对过去的状态进行预

测,θt-κ分布为

(θt-κ/Dt)~N[at(-κ),Rt(-κ)] (9)

式中:at(-κ)=mt-κ+Bt-κ[at(-κ+1)-at-κ(1)];

Rt(-κ)=Ct-κ-Bt-κ[Rt-κ(1)-Rt(-κ+

1)]Bt-κ
T;

Bt=CtGt+1
TRt+1

-1

1.2 构建碳化深度贝叶斯动态线性预测模型

目前,学者们[17-19]常用的碳化深度模型为

c(t)=Kt (10)

式中:c(t)为t时刻(单位:年)的碳化深度,mm;而系

数K 则和材料、环境等因素相关。

为计入碳化过程中的随机扰动,并考虑测量结

果与真实状态之间的误差,需将上述碳化模型纳入

贝叶斯动态更新框架下来描述。但从式(10)可见,

碳化深度模型是时间的非线性函数,贝叶斯动态线

性模型中的转化转换关系Ft 和Gt 难以直接确定。

为此,这里先对原始碳化模型作进行一步转换。经

观察,对式(10)两边取平方,可得

c(t)2 =K2t (11)

  引入新的变量函数y(t),令

y(t)=c(t)2 (12)

  则y(t)与t成全局线性关系,即碳化深度平方

值正比于结构服役时间t。由此,可取Ft=F=
1

0
é

ë
êê

ù

û
úú,

Gt=G=
1 1

0 1
é

ë
êê

ù

û
úú,mt=

y(t)

Δ(t)
é

ë
êê

ù

û
úú,y(t)为t时刻的预测

变量均值,Δ(t)为t时刻到t+1时刻增量均值。将

取值代入式(1)和式(2),得碳化深度贝叶斯动态线

性观测方程和状态方程

yt =y(t)+vt,(vt ~N[0,Vt]) (13)

mt+1 = y(t)+Δ(t)
Δ(t)[ ] (14)

  由式(14)可看出,碳化耐久性贝叶斯动态线性

模型在不进行观测修正时,预测变量均值和t仍成

线性关系,即有y(t+1)=y(t)+Δ(t)。据此,结合

式(3)~式(6),可对当前状态碳化深度进行修正;式
(7)~式(9)能根据修正后的结果对过去数据进行滤

波以及对将来数据进行预测。

1.3 模型构件层次算例测试

模型的正确性和适用性需通过工程实践加以检

验,通过标准碳化实验来获得实际碳化数据,见图

1。试件尺寸为100mm×100mm×500mm,碳化

箱自动调节二氧化碳浓度为(20±3)%,相对湿度为

(70±5)%,温度为(20±2)℃。每次测量结果的平

方作为检测值,检测结果见表1。

图1 试验照片

Fig.1 ExperimentalPhotos
 

表1 碳化深度实测值

Table1 Experimentalresultsofcarbonationdepth

碳化时间/d 碳化深度/mm 碳化深度的平方/mm2

03 2.17 04.6656

07 3.38 11.4244

14 4.16 17.3056

28 5.91 34.9281

取观 测 误 差 Vt=0.1,状 态 随 机 性 W0 =
0
0 

0
0.001[ ],先验模型信息储存在m0 之中,以牛荻

涛模型[14]作为先验模型1,每日碳化深度平方增量

为1.6351,取 m0=
0

1.6351[ ],递推时间间隔为

1d,基于 MATLAB平台编程实现上述过程。
将每次更新数据进行开方,即可得到碳化深度历

次更新数据,更新结果见图2。从图2可见,前两次检

测数据与牛荻涛模型预测数据差别不大,更新效果不

明显,更新后曲线和先验模型几乎重合,但从第3次
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检测开始,检测数据与模型上一次更新数据差别较

大,每次更新之后的数据开始趋向检测值,表明体现

结构自身特征的信息逐渐被传统模型所吸纳。

图2 先验模型1碳化深度更新结果

Fig.2 Updateresultsofcarbonationdepthbasedonpriormodel1
 

为检验动态更新模型对先验模型的适应能力,
现调整先验模型为以试验数据线性回归后的斜率作

为先验信息,即取m0=
0

1.2657[ ] 的先验模型2,据

此动态更新结果见图3。

图3先验模型2碳化深度更新结果

Fig.3 Updateresultsofcarbonationdepthbasedonpriormodel2
 

  由图3可见,因前2次检测数据均比模型预测

结果大,更新后的曲线先向上偏移,而随着第3次检

测数据的减小,更新后曲线开始向下回落。由于先

验模型2来源于试验结果的回归,因此,最终更新后

的数据逼近于先验模型。

为便于进一步辨析两个先验模型历次更新结果

的细微差别,表2给出了部分主要数据,其中,检测

数据见表1。

表2 先验模型1和2碳化深度更新值

Table2 Updateresultsofcarbonationdepthforpriormodel1and2

碳化时间/d 先验模型1/mm 1次更新/mm 2次更新/mm 3次更新/mm 4次更新/mm 先验模型2/mm 3次更新/mm 4次更新/mm

3 2.21 2.21 2.21 2.17 2.21 1.95 1.98 2.00

7 3.37 3.37 3.38 3.21 3.24 2.98 3.07 3.09

14 4.78 4.77 4.78 4.27 4.29 4.21 4.23 4.24

28 6.76 6.75 6.76 5.75 5.90 5.95 5.86 5.91

  综合图2和图3可见,先验模型不同,会对更新

过程尤其初期产生一定的影响,但随着检测数据量

逐渐增大,更新的结果却相差无几,对比结果见图

4。由此建议,对于某一实际工程而言,当无检测数

据或检测数据较少时,可基于专家经验或相近地区

类似桥梁结构的检测结果作为待评估工程的初始先

验模型,而后随着实测数据的增加,模型会动态地自

动修正为能反馈实际结构自身特点的客观模型,并

且可以证明只要实测数据足够,贝叶斯动态线性模

型总能逼近于结构的真实状态,初始先验模型对其

影响不大。考虑到碳化过程本就是一个随机过程,

在多种因素影响下很难和理论结果完全一致,以动

态的模型来处理碳化过程,能更有效的适应检测数

据与理论模型间的偏差。此处更新模型有效性的证

实为后面将其应用于拱桥体系可靠度分析奠定了

基础。

图4 两种先验模型最终更新结果对比

Fig.4 Finalupdateresultsbetweentwopriormodels
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2 体系耐久性可靠度模型和求解

2.1 体系耐久性可靠度模型的建立

实际工程中,体系往往由若干个构件组成,因此

在计算体系可靠度时,通常需先计算构件的可靠度。

若以碳化深度达到钢筋表面作为正常使用极限状

态,则可取抗力R 为保护层厚度C0,效应S 为碳化

深度c(t),考虑碳化深度的时间效应,则
构件功能函数为

Xi(t)=R-S=C0-c(t) (15)

  失效概率

Pfi(t)=P[c(t)>C0] (16)

  可靠度指标

βi(t)= μc0-μct

σc02+σct
2

(17)

  对于桥梁结构耐久性而言,首先,要保证整体结

构处于相对安全状态,同时亦应保证各个构件均处

于安全状态,即各个构件碳化深度均未达到钢筋表

面。反之,若结构中任一构件因碳化到钢筋而失效,

则结构体系可认定已处于非安全状态,故整个耐久

性结构体系可视为一个串联体系。同时,各构件并

非相互独立,构件间的相关性不应忽略,由此,合理

的体系耐久性可靠度计算模型可构建如下。

PfS(t)=1-Φn(…,βi(t),…,βj(t),…,γij(t),…)
(18)

式中:βi(t)、βj(t)分别为构件i和构件j 可靠度指

标;γij(t)为其相关系数;Φn(·)为n维标准正态概

率分布函数,当随机变量为非标准正态分布时,可将

其先转化为标准正态分布。

2.2 体系可靠度求解算法

当失效构件为n个时,在求解体系可靠度时需

要对n维概率密度函数进行整体积分,计算较为复

杂,而微分等价递归算法能有效地解决这一问题[6],

其原理是,采用逐次递归的方式将n维概率函数计

算问题最终变成仅需对一个一维失效概率来处理。

鉴于该算法目前主要集中于对并联体系承载能力可

靠度的分析,故需给出作为串联体系的桥梁结构体

系耐久性可靠度的求解过程。其求解思路是,先对

失效事件取对立事件,将串联化为并联求解,最终再

取对立,得到串联体系可靠度。具体为,设Ei 表示

构件i的失效事件,即i构件碳化深度达到了钢筋表

面,则一个串联体系的失效事件为

Es=E1 ∪E2 ∪ … ∪En (19)

  串联体系不失效事件为

Es =E1 ∩E2 ∩ … ∩En (20)

  可以看出,串联体系不失效事件为各构件不失

效事件的并联,由此可利用对立事件使用微分等价

递归算法。这里定义前n个极限状态方程的等价方

程为

E(n)=E1 ∩E2 ∩ … ∩En (21)

式中:具体实施时E(n)由等价递推方程获得。

则体系不失效概率为

Prs =P(E1 ∩E2 ∩ … ∩En) (22)

  进而可求得体系的可靠度指标

βs=-Φ-1(1-Prs) (23)

2.3 体系可靠度动态更新流程

在求解结构体系可靠度时,若结合碳化深度贝

叶斯动态线性模型,即计算构件可靠度时,先利用检

测数据对各构件碳化深度进行动态更新,再根据更

新后的结果,采用微分等价递归算法计算结构体系

可靠度,则可获得结构体系耐久性可靠度动态分析

模型,具体更新流程见图5。

图5 体系可靠度动态更新流程

Fig.5 Dynamicupdateprocessofsystemreliability
 

图5中,Ci(t,κ)表示构件i在k时刻更新后在t
时刻的碳化深度预测值;y(i,κ)为构件i在k时刻的

检测值;βi(t,κ)为构件i在k时刻更新后在t时刻的

可靠度指标;βs(t,κ)为k时刻更新后在t时刻的体

系可靠度指标。从流程图中可见,贝叶斯动态线性

模型完成了对碳化深度的动态更新修正,即

Ci(t,κ)=F1[Ci(κ,κ-1),y(i,κ)] (24)

  构件可靠度计算可表示为

βi(t,κ)=F2[Ci(t,κ)] (25)

  微分等价递归算法则完成了构件层次可靠度到
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体系层次可靠度的计算,即

β(t,κ)=F3[β1(t,κ),…,βi(t,κ),…] (26)

其中,F1、F2 和F3 分别经由式(3)~式(9)、式(15)

~式(17)和式(21)~式(23)获得。由此,最终实现

利用检测数据对桥梁体系耐久性可靠度的动态更

新,计算程序采用 MATLAB平台编制。

3 拱桥耐久性体系可靠度贝叶斯动态

分析

3.1 工程简介和检测数据的获取

某上 承 式 钢 筋 混 凝 土 箱 型 拱 桥,计 算 跨 径

81m,计算矢高13.5m。由于该桥梁检测数据缺

乏,难以收集到其历年检测数据,因此,采取在试验

室开展混凝土碳化试验,以试验数据来代替桥梁实

测数据,二者间的对应关系按照二氧化碳浓度比采

用等量代换的原则进行。虽然,室内碳化与野外工

程实际环境碳化存在一定的差异,但本文着眼于检

测数据能否对先验模型进行融入并加以修正,重点

在于考证更新后预测模型的预测结果向实际数据趋

近的能力,故检测数据此时主要起到导向靶的功能,

其室内外数值的差异并不影响对模型修正能力及对

处于同一种碳化环境下结构体系和构件耐久性可靠

度变化规律的探究。

对于钢筋混凝土拱桥而言,主要构件为桥道系、

拱上立柱和主拱圈,考虑实际桥梁均是带载荷工作,

各构件受力不尽相同,而这可能会对碳化速率带来

一定的影响,故试验中也以承载混凝土为研究对象

来模拟受载下不同构件的碳化。拉压加载方式

如图6所示,施加荷载大小依据有限元模型计算

结果。

图6 加载装置

Fig.6 Loadingdevice
 

  碳化试验中,在分别到达3、7、14、28d时将试

件取出切割,并测量其碳化深度,结果如图7和表3
所示。

图7 拱桥各构件碳化深度对比

Fig.7 Carbonationdepthcomparisonofeach

componentofthearchbridge
 

表3 各构件碳化试验结果

Table3Carbonationexperimentalresultsofeachcomponent

模拟碳化构件 施加荷载/MPa 保护层厚度/mm 3d碳化深度/mm 7d碳化深度/mm14d碳化深度/mm 28d碳化深度/mm

拱圈 4.6(压) 30 1.76 2.78 3.66 5.47

立柱 0.7(压) 30 1.78 2.66 3.87 5.72

桥面板 2(拉) 30 2.31 3.57 4.58 6.82

  从图7和表3可见,对于简支桥道板而言,其下

缘受拉应力,甚至存在微裂缝,导致二氧化碳更加容

易进入混凝土内部参加反应,其碳化速率应大于无

应力时碳化速率;而主拱圈和拱上立柱则为偏心受

压构件,在适当的压应力作用下,混凝土更加密实,

一定程度上阻碍了二氧化碳的进入,减缓了碳化

速率。

3.2 动态更新结果分析

图8给出了构件和体系碳化耐久性可靠度指标

历次更新结果。

随着检测数据对先验模型的不断融入,各构件

和体系可靠度指标均产生了不同幅度的修正。从构

件层面,对比图8(a)、(b)、(c)可发现,拱圈和立柱可

靠度指标曲线更新后变缓,可靠度指标变大,而桥面
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图8 耐久性可靠度更新结果

Fig.8 Updateresultsofdurabilityreliability
 

板更新后曲线则变陡,可靠度指标变小,主要与各构

件自身的受力特性对碳化速率的影响有关。相对于

存在弯拉区碳化速率快的桥面板而言,以受压为主

碳化速率较慢的拱圈和立柱,其在相同时间内混凝

土碳化深度较小(见表3),由式(17)可知其对应的

可靠度指标自然相对较大。

相比于构件,体系可靠度修正幅度相对较小。

究其原因在于,体系可靠度需计入构件间的相关性,

致使虽然更新后拱圈和立柱可靠度变大,桥面板可

靠度指标变小,但相互融合后结果对整体可靠度的

修正则较为平缓,这再一次说明构件只是体系的一

部分,其更新幅度并不能完全代表体系的变化程度。

图9进一步给出了更新后构件与体系间可靠度指标

的对比图。

图9 更新后构件与体系耐久性可靠度对比

Fig.9 Durabilityreliabilitycomparisonofcomponents

andsystemafterupdating
 

从图9可见,构件可靠度总会大于体系可靠度。

若以构件可靠度评价体系可靠度,不仅会因构件选

取不同导致评价结果差异较大,且不论如何选择,都

会对工程运营带来一定的风险。因此,在评价桥梁

结构耐久性时,建议应以体系而非以构件为标准进

行可靠性评定,这也是后期维修加固指导的重要

依据。

4 结论

为实现耐久性可靠度动态评估从构件层次到体

系层次的提升,利用贝叶斯动态线性模型对混凝土

碳化预测先验模型进行了动态更新,考虑构件间的

相关性建立了体系耐久性评估模型,据此对拱桥体

系耐久性可靠度进行了分析,主要结论及建议如下:

1)构建的混凝土碳化贝叶斯动态线性模型,能

不断吸收检测信息并自动修正为能反馈实际结构自

身特点的客观模型,且随着实测数据的增加,更新后

模型的预测结果对先验模型的依赖度降低。

2)将微分等价递归算法嵌入贝叶斯理论框架,

建立了具有明显时变特征的体系耐久性可靠度动态

评估方法,计算流程明晰,易操作。
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3)具有碳化耐久性串联特点的拱桥体系可靠度

始终低于拱圈、立柱和桥面板的可靠度,表明仅依据

单一构件可靠度来评价体系耐久性可靠度工程中存

在风险,此点在结构健康评定和维修加固时应予以

注意。
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