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任意荷载下连续排水边界分数阶
黏弹性地基一维固结模型
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摘　要：以基于Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的弹壶元件修正Ｋｅｌｖｉｎ模型来描述饱和土体一维固结的力学
行为，并引入连续排水边界条件，通过Ｌａｐｌａｃｅ变换，联立求解得到任意荷载下连续排水边界分数阶
黏弹性地基有效应力及固结沉降的解析解。采用Ｌａｐｌａｃｅ逆变换，获得了其时域内的理论解，并分
析了梯形循环荷载及施工荷载作用下相关参数对固结沉降的影响。研究结果表明：循环荷载作用
下，黏土地基的沉降变化呈振荡增长，且振荡幅值随着边界透水性的增大而增大；分数阶次α增大，
使固结前期沉降速率减慢，而在固结后期，α值对沉降的影响正好相反；循环荷载下沉降变化曲线
的振荡幅值随着分数阶次α的增大而减小。此外，一维固结沉降的发展还与土体力学参数及荷载
参数相关，弹性模量犈越大，最终沉降量越小；黏弹性体的延迟时间犉越大，固结沉降变化越慢。
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　　在Ｔｅｒｚａｇｈｉ固结理论中，土体被处理为线弹性
模型，而流变特性是软土的一种重要的工程特性［１］。
因此，考虑软黏土的流变特性，将土体视为黏弹性介
质通常更符合实际工程［２］。Ｔａｙｌｏｒ等［３］首先引入
Ｋｅｌｖｉｎ模型来描述土骨架的黏弹性变形；Ｔａｎ［４］基
于Ｍａｘｗｅｌｌ模型对受侧限土体的固结和滞流进行
了研究。此后，金问鲁等［５］提出了固结方程的一个
近似解法，并给出了各种条件下简单问题的解答；赵
维炳［６］基于广义Ｖｏｉｇｔ模型，推导了饱和土体一维
固结问题的普遍理论解答；Ｘｉｅ等［７８］引入Ｍｅｒｃｈａｎｔ
模型及四元件模型到固结理论中，分析了软黏土的
固结特性；蔡袁强等［９］求解了任意荷载下成层粘弹
性地基一维变形问题。然而，上述经典流变模型不
能很好地与实验数据相吻合［１０］，主要是由于整数阶
微分算子的性质决定了经典流变模型的核函数通常
是指数函数的组合，欲精确描述实验数据，常常不得
不取消高阶的微分项或者以降低本构模型的应用范
围为代价［１１］。

Ｇｅｍｅｎｔ［１２］首先提出了黏弹性材料的分数阶导
数本构模型，而后一些学者将其引入到固结理论中，
并指出分数阶导数流变模型可以有效克服经典模型
的缺点。Ｋｏｅｌｌｅｒ［１３］用基于分数导数的弹壶元件替
换牛顿黏壶，研究分析了多种模型的流变特性；孙海
忠等［１４］采用含分数导数的Ｋｅｌｖｉｎ模型对珠江三角
洲南沙地区典型软土的流变试验数据进行拟合，得
到很好的结果；Ｙｉｎ等［１５］对分数阶软土蠕变过程中
的力学性能进行了系统的研究；汪磊等［１６］基于分数
阶导数理论引入ＫｅｌｖｉｎＶｏｉｇｔ模型，获得了任意荷
载情况下一维固结问题的半解析解；刘忠玉等［１７］求
得了恒载下基于分数阶Ｋｅｌｖｉｎ模型饱和软黏土一
维固结理论解，并通过对比一维流变固结试验曲线
及整数阶模型理论曲线，指出基于分数阶Ｋｅｌｖｉｎ模
型模拟的孔压消散曲线更接近试验曲线。

另一方面，实际工程中土体的边界往往是处于

透水与不透水之间的一种中间状态［１８］。蔡袁强
等［１９］、汪磊等［２０］研究了半透水边界条件下一维固结
问题。但是半透水边界计算相对复杂，且不能严格
满足初始条件，限制了土体固结方程解的适用
性［２１］。基于此，梅国雄等［１８］提出了一个从不透水到
透水的双面不对称连续排水边界。目前，关于变荷
载、连续排水边界及分数阶导数黏弹性模型耦合的
一维固结理论分析很少见诸于文献。笔者针对
Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的弹壶元件修正Ｋｅｌｖｉｎ模型黏
弹性地基，引入连续排水边界条件，推导了任意荷载
下连续排水边界分数阶黏弹性地基一维固结方程的
半解析解，并分析了相关参数对软黏土固结沉降特
性的影响。

１　犆犪狆狌狋狅分数阶导数修正犓犲犾狏犻狀模型
在分数阶导数流变模型中运用最为普遍的是

ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ（ＲＬ）型分数阶微积分算子理
论［１６］，但ＲＬ分数导数在初始点处无物理意义，而
Ｃａｐｕｔｏ分数导数则克服了这个缺点，其定义为［１７］

犇α狋犳（狋）＝ １
Γ（１－α）∫狋０ｄ犳（τ）ｄτ（狋－τ）－αｄτ　（０＜α!１）

（１）
式中：α为分数导数的阶数；Γ（狓）为Ｇａｍｍａ函数，
Γ（狓）＝∫"

０
ｅ－狋狋狓－１ｄ狋。

Ｃａｐｕｔｏ分数导数的Ｌａｐｌａｃｅ变换为
犔［犇α狋犳（狋）］＝狊α犳－（狊）－狊α－１犳（０） （２）

式中：犳－（狊）为函数犳（狋）的Ｌａｐｌａｃｅ变换；狊为变换
参量。

用基于分数导数定义的弹壶元件［１３］替换经典
Ｋｅｌｖｉｎ模型中的牛顿黏壶得到修正的Ｋｅｌｖｉｎ模型，
如图１，其微分型本构方程为
σ′（狕，狋）＝犈ε（狕，狋）＋犈犉α犇α狋ε（狕，狋）　（０!α!１）（３）
式中：σ′（狕，狋）为深度狕处狋时刻相对于初始有效应
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力的增量（简称有效应力）；ε（狕，狋）为相应的应变；犈
为弹性模量；犉＝η／犈，为黏弹性体的延迟时间；η为
黏滞系数。当η＝０时，即为Ｔｅｒｚａｇｈｉ一维固结理
论的弹性模型。当α＝１时，该模型退化为经典的
Ｋｅｌｖｉｎ模型；当α＝０时，可退化为两个弹簧元件并
联的线弹性模型。在实际工程计算中，可采取拟合
土样固结实验数据的方法得到α的值。

图１　修正的犓犲犾狏犻狀模型
犉犻犵．１　犕狅犱犻犳犻犲犱犓犲犾狏犻狀’狊犿狅犱犲犾　

２　流变固结方程的建立及求解
任意荷载下连续排水边界条件土体固结计算简

图如图２所示。图中狆（狋）为随时间变化的任意荷
载；犎为土层厚度；犽ｖ为渗透系数；犆ｖ为固结系数。
假设土体完全饱和，孔隙水以及土颗粒都不可压缩，
且仅发生竖向渗流和变形。以修正Ｋｅｌｖｉｎ模型（即
式（３））描述土体的变形，假定渗流符合Ｄａｒｃｙ定律，
且渗透系数犽ｖ为常数。

图２　土体固结模型示意图
犉犻犵．２　犛犮犺犲犿犪狋犻犮狅犳狊狅犻犾犮狅狀狊狅犾犻犱犪狋犻狅狀犿狅犱犲犾　

根据有效应力原理可得土体的有效应力为
σ′（狕，狋）＝狆（狋）－狌（狕，狋） （４）

式中：狌（狕，狋）为超孔隙水压力。
土体的一维固结微分方程可表示为

犽ｖ
γｗ
２狌（狕，狋）
狕２ ＝－ε（狕，狋）狋 （５）

式中：γｗ为水的容重。
将式（４）代入式（５）进行Ｌａｐｌａｃｅ变换可得
犽ｖ
γｗ
２σ－′（狕，狊）
狕２ ＝狊ε－（狕，狊）－ε（狕，０） （６）

式中：σ－′（狕，狊）、ε－（狕，狊）分别为σ′（狕，狋）和ε（狕，狋）的
Ｌａｐｌａｃｅ变换。将式（３）进行Ｌａｐｌａｃｅ变换可得
σ－′（狕，狊）＝犈ε－（狕，狊）＋犈犉α［狊αε－（狕，狊）－狊α－１ε（狕，０）］

（７）

　　联合式（６）、式（７）可得流变固结方程
２σ－′（狕，狊）
狕２ ＝狊［σ

－′（狕，狊）］＋犈犉α狊α－１ε（狕，０）］
犆ｖ（犉α狊α＋１） －ε（狕，０）

（８）
式中：犆ｖ＝犽ｖ犈／γｗ，为固结系数。

式（８）的初始条件以及边界条件为
σ′（狕，０）＝ε（狕，０）＝０，０≤狕≥犎 （９）
σ′（０，狋）＝狆（狋）－狆（狋）ｅ－犫狋，狋＞０ （１０）
σ′（犎，狋）＝狆（狋）－狆（狋）ｅ－犮狋，狋＞０ （１１）

式中：犫、犮为透水性影响因子，可通过试验模拟或工
程实测反演得出。当犫、犮趋于无穷大时，即为完全
透水边界，当犫、犮趋于０时，即为不透水边界。

将式（９）代入式（８），可化简为
２σ－′（狕，狊）
狕２ －βσ－′（狕，狊）＝０ （１２）

式中：β＝狊／［犆狏（犉α狊α＋１）］。对于定解条件式（１２），
可设解的形式为

σ－′（狕，狊）＝犆１ｅφ狕＋犆２ｅ－φ狕 （１３）
式中：φ＝槡β。将式（１０）、式（１１）进行Ｌａｐｌａｃｅ变换
后代入式（１３）求得系数犆１、犆２为
犆１＝狆

－（狊）－狆－（狊＋犮）－（狆－（狊）－狆－（狊＋犫））ｅ－φ犎
ｅφ犎－ｅ－φ犎

（１４）

犆２＝（狆
－（狊）－狆－（狊＋犫））ｅφ犎－狆－（狊）＋狆－（狊＋犮）

ｅφ犎－ｅ－φ犎
（１５）

式中：狆－（狊）、狆－（狊＋犫）和狆－（狊＋犮）分别为狆（狋）、
狆（狋）ｅ－犫狋和狆（狋）ｅ－犮狋的Ｌａｐｌａｃｅ变换。

将式（１４）、式（１５）代入式（１３）可得任意载荷下
有效应力的通解

σ－′（狕，狊）＝

［狆－－狆－（狊＋犮）］ｓｉｎ犺（φ狕）＋
［狆－－狆－（狊＋犫）］ｓｉｎ犺［φ（犎－狕）］
烅烄烆 烍烌烎

ｓｉｎ犺（φ犎）
（１６）

　　连续排水边界下分数阶黏弹性一维流变固结理
论沉降量计算为

狑（狋）＝∫犎

０
ε（狕，狋）ｄ狕 （１７）

　　将式（１７）进行Ｌａｐｌａｃｅ变换可得
狑－（狊）＝∫犎

０
ε－（狕，狊）ｄ狕 （１８）

　　将式（７）代入式（１８）可得
狑－（狊）＝∫犎

０
σ－（狕，狊）
犈＋犈犉α狊αｄ狕

＝
［２狆－（狊）－狆－（狊＋犫）－狆－（狊＋犮）］ｔａｎ犺犎φ２

φ犈（１＋犉α狊α）
（１９）
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方程（１９）即是所要计算的沉降变形。

３　算例验证及参数分析
对于数值Ｌａｐｌａｃｅ逆变换，目前，已提出多种反

演方法，经过对比分析，采用Ｄｕｒｂｉｎ［２２］基于Ｆｏｕｒｉｅｒ
级数展开的Ｌａｐｌａｃｅ数值逆变换求解式

犳（狋）＝２ｅ
犪狋

犜１－
１
２Ｒｅ犉（犪）｛ ｝［ ＋


犖

犽＝０
Ｒｅ犉犪＋ｉ犽２π犜１（ ）｛ ｝ｃｏｓ犽２π犜１狋－［

ｌｍ犉犪＋ｉ犽２π犜１（ ）｛ ｝ｓｉｎ犽２π犜１狋］］
（２０）

式中：犪、犜１（犜１＞狋ｍａｘ）为求解参数；狋ｍａｘ为最大计算
时间；犖为级数截取项数；ｉ为虚数单位。
３．１　算例验证

某５ｍ厚单层黏弹性地基，其力学参数为犽ｖ＝
５×１０－１ｍ／ｓ，犈＝６ＭＰａ，η＝１０８ＭＰａ·ｓ。荷载形
式为骤加恒载狆（狋）＝狆０／２，其Ｌａｐｌａｃｅ变换为
狆－（狊）＝狆０／（２狊），代入式（１６），通过编制相应的计算
程序反复试算，选取犜１＝２狋ｍａｘ、犪＝１０／犜１、犖＝
２００００就足够满足精度要求，并将其计算结果与
Ｔｅｒｚａｇｈｉ经典固结理论解及文献［１７］进行对比（如图
３）。从图３可以看出，当犫、犮趋于无穷大时，可退化
为双面完全透水边界，η＝０时，该方法数值解与
Ｔｅｒｚａｇｈｉ经典固结理论解完全一致，α＝０．５时，该方
法解与文献［１７］的解完全一致，验证了该解答的正
确性及计算程序的收敛性。在固结前期，弹壶的存
在使黏弹性地基的有效应力增长明显加快，而在固
结后期有效应力增长减慢，最终固结达到稳定的时
间要长于弹性地基。

图３　狕＝２．５犿处有效应力比随时间的变化
犉犻犵．３　犈犳犳犲犮狋犻狏犲狊狋狉犲狊狊狉犪狋犻狅狏犲狉狊狌狊狋犻犿犲（狕＝２．５犿）　

３．２　参数分析
为进一步考察推导出的任意荷载下连续排水边

界分数阶导数黏弹性地基固结沉降解的适用性，并
分析相关参数对其固结沉降的影响，采用上述算例
中的土体力学参数，以常见的梯形循环荷载及施工
荷载为例进行讨论。
３．２．１　梯形循环荷载　梯形循环载荷如图４所示，
其傅里叶级数形式为

狆（狋）＝狆０２＋
２狆０
λπ 

∞

犿＝１，３，５，…

１
犿２ｓｉｎ（λ犿）ｓｉｎ［犿（ω狋－λ）］｛ ｝

（２１）

图４　梯形循环荷载
犉犻犵．４　犜狉犪狆犲狕狅犻犱犪犾犮狔犮犾犻犮犾狅犪犱犻狀犵　

　　将式（２１）进行Ｌａｐｌａｃｅ变换可得

狆－（狊）＝狆０２狊＋
２狆０
λπ

∞

犿＝１，３，５，…

ωｓｉｎ（λ犿）
犿狊２＋犿３ω２犲

－λ狊／ω［ ］（２２）
式中：ω＝π／犜，犜为循环荷载的半周期；λ为梯形循
环载荷的加载系数，０＜λ≤π／２。当λ→０时可退化
为矩形循环载荷，当λ＝π／２时可退化为三角形循环
载荷。将式（２２）代入式（１９）即可得到梯形循环荷载
下连续排水边界分数阶导数黏弹性地基一维固结沉
降解。取分数阶次α＝０．１、狆０＝１ＭＰａ，半周期犜＝
４０ｄ，加载系数λ＝π／４。

１）透水性影响因子犫、犮
图５为梯形循环载荷下犫、犮取不同值时对黏弹

性地基固结沉降的影响。由图５可知，当犫、犮都等

图５　不同犫和犮时沉降变化曲线（α＝０．１）
犉犻犵．５　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犫犪狀犱犮（α＝０．１）
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于０时，土层上下边界都不排水，外荷载全部转化为
孔隙水压力，固结沉降量恒为０；在循环荷载作用
下，地基沉降呈振荡增长，但并非随荷载的变化同时
发生，而是滞后于循环荷载的变化；影响因子犫、犮越
大时，即边界透水性越好时，固结沉降速率越快，沉
降达到稳定的时间越短，并且其振荡幅值随着犫、犮
的增大而增大。实际工程中，针对不同边界透水性
的工况可以通过调整参数犫和犮来近似模拟实际土
层的非对称排水固结特性。
２）分数阶次α
透水性影响因子犫＝０．０３／ｄ、犮＝０．０２／ｄ时，不同

分数阶次α对固结沉降的影响如图６所示。α描述
了材料的多种流动状态性质，具有一定的物理意
义［１６］。从图６可以看出，当其他参数不变时，α越
大，固结沉降发展速率越慢，但随着时间延长，情况
则正好相反，即α越小，固结沉降越慢，这与文献［１７］

恒载条件下的规律一致。由此可见，最终固结沉降
达到稳定的时间随着α的增大而缩短。另外，随着
分数阶次α的增大，理论沉降曲线的振荡幅值明显
减小，土体对外加荷载变化的敏感程度减小。

图６　不同分数阶次α的沉降变化曲线
犉犻犵．６　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾狅狉犱犲狉α　
３）半周期犜及加载系数λ
图７、图８分别为透水性影响因子犫＝０．０３／ｄ、

犮＝０．０２／ｄ时，梯形循环荷载的半周期犜及加载系
数λ对固结沉降的影响，λ＝π／２时，即为三角形循
环载荷。分析图７可知，梯形循环荷载的周期越大，
分数阶黏弹性饱和土体一维固结沉降发展变化越明
显，振荡幅值越大。从图８可以看出，加载系数λ越
大，即梯形荷载加载阶段速率越慢，在固结初期，其
沉降量反而越大，随着时间的延长，加载系数λ越
大，沉降发展速率越慢，波动性也越小。
４）弹性模量犈及黏弹性体的延迟时间犉
考察土体力学参数弹性模量犈及黏弹性体的

延迟时间犉对固结沉降的影响，结果如图９、图１０

图７　不同半周期犜的沉降变化曲线（α＝０．１）
犉犻犵．７　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犮狔犮犾犻犮犾狅犪犱犻狀犵

狆犪狉犪犿犲狋犲狉犜（α＝０．１）　

图８　不同加载系数λ的沉降变化曲线（α＝０．１）
犉犻犵．８　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犮狔犮犾犻犮犾狅犪犱犻狀犵

狆犪狉犪犿犲狋犲狉λ（α＝０．１）　
所示。分析图９可知，由于弹性模量直接影响土体
的压缩性，弹性模量越大，土体越难被压缩，最终沉
降量越小，固结沉降达到稳定的时间越短，图中体现
为随着弹性模量犈的增大沉降变化曲线越来越早
的趋于稳定波动状态。此外，弹性模量犈越大，循
环荷载下固结沉降的振荡幅值越小。从图１０可以
看出，由于边界透水性较差，当其他土体参数不变时，
黏弹性体的延迟时间犉对固结沉降的影响主要体现
在固结中、后期，黏弹性体的延迟时间犉越大，即黏滞
系数η越大，固结沉降速率越慢，循环荷载下分数阶
黏弹性饱和土体达到最终沉降稳定所需的时间越长。
３．２．２　施工荷载　如图１１所示，施工荷载形式可表示为

狆（狋）＝
狆０
２犇狋０＜狋＜犇
狆０／２ 狋≥０
烅
烄

烆
（２３）

式中：犇为施工期加载时间。
对式（２３）作Ｌａｐｌａｃｅ变换得

狆－（狊）＝狆０２犇ｓ２
（１－ｅ－狊犇） （２４）
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图９　不同弹性模量犈的沉降变化曲线（α＝０．１）
犉犻犵．９　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犲犾犪狊狋犻犮

犿狅犱狌犾狌狊犈（α＝０．１）
　

图１０　不同黏弹性体的延迟时间犉的沉降变化曲线（α＝０．１）
犉犻犵．１０　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋狏犻狊犮狅犲犾犪狊狋犻犮

犱犲犾犪狔狋犻犿犲犉（α＝０．１）　

图１１　施工荷载
犉犻犵．１１　犆狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀犾狅犪犱犻狀犵　

　　取犫＝０．０３／ｄ，犮＝０．０２／ｄ，狆０＝１ＭＰａ，分析施
工荷载下分数阶次α及施工期加载时间犇对固结
沉降的影响，如图１２、图１３所示。

由图１２可知，在固结前期，施工荷载下分数阶
黏弹性地基固结沉降的发展速率随着α的增大而减
慢，而在固结后期，α增大使固结沉降增长加快，达
到最终沉降量的时间减短。从图１３可以看出，其他
参数不变时，施工期加载时间犇越大，即施工速率
越慢，固结沉降变化越慢，但由于最终荷载不变，施
工期结束后，沉降变化曲线最终一致。

图１２　不同分数阶次α的沉降变化曲线（犇＝３０犱）
犉犻犵．１２　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犳狉犪犮狋犻狅狀犪犾

狅狉犱犲狉α（犇＝３０犱）
　

图１３　不同施工期加载时间犇的沉降变化曲线（α＝０．１）
犉犻犵．１３　犛犲狋狋犾犲犿犲狀狋犮狌狉狏犲狊狑犻狋犺犱犻犳犳犲狉犲狀狋犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀犾狅犪犱犻狀犵

狆犪狉犪犿犲狋犲狉犇（α＝０．１）　

４　结　论
基于Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的弹壶元件修正

Ｋｅｌｖｉｎ模型，引入连续排水边界条件，利用Ｌａｐｌａｃｅ
变换求得考虑连续排水边界条件时分数阶导数黏弹
性地基在任意随时间变化的荷载下有效应力及沉降
的解析解，运用Ｌａｐｌａｃｅ逆变换得到其时域内的数
值解。通过系统的算例分析，可以得到如下结论：
１）循环荷载作用下，黏土地基的沉降变化呈振

荡增长，但滞后于荷载的变化，且振荡幅值随着边界
透水性的增大而增大。
２）分数阶次α增大，使固结前期沉降发展速率

减慢，但在固结后期，α值对沉降的影响正好相反，
最终固结沉降达到稳定的时间随着α的增大而缩
短。另外，随着分数阶次α的增大，循环荷载下沉降
变化曲线的振荡幅值明显减小。
３）分数阶黏弹性地基一维固结沉降的发展还与

土体力学参数及荷载参数相关。弹性模量犈越大，

１６第１期　　　　 　王珏，等：任意荷载下连续排水边界分数阶黏弹性地基一维固结模型



最终沉降量越小，固结沉降达到稳定的时间越短，且
循环荷载下固结沉降的振荡幅值越小；黏弹性体的
延迟时间犉越大，固结沉降变化速率越慢。
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