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基于极限平衡法的砂土中条形基础
极限承载力计算方法

赵志峰,马青,方舟
(南京林业大学 土木工程学院,南京210037)

摘 要:通过理论计算确定浅基础的极限承载力是岩土研究的基本课题。由于推导中对滑动面以

及承载力系数间的关系假定不同,已有理论计算出的承载力系数的数值并不完全相同。根据极限

承载力分析的经典理论模型,采用极限平衡法力矩平衡条件,推导出砂土中条形基础的极限承载力

计算公式,并整理得到承载力系数 Nq 和 Nγ 的表达式。与已有常用计算方法相比,推导出的承载

力系数 Nq 和 Nγ 的计算公式相互独立,避免了承载力系数相互影响的不足,并减少了计算的不确

定性。为验证公式的准确性,将计算结果与极限分析法的理论解答以及文献中的试验结果进行对

比,结果表明,相比几种经典理论,用该公式计算出不同内摩擦角时的系数Nγ 与极限分析法的计算

值更加接近;用该公式计算出的极限承载力与室内试验实测的承载力也更加接近。
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Ultimatebearingcapacityanalysisofstripfootingon
sandbasedonthelimitequilibriummethod

ZhaoZhifeng,MaQing,FangZhou
(CollegeofCivilEngineering,NanjingForestryUniversity,Nanjing210037,P.R.China)

Abstract:Ultimatebearingcapacityanalysisofshallowfoundationshasbeenextensivelystudiedby
geotechnicalscholars.Sincedifferenthypothesesexistintheslipsurfaceandrelationshipbetweenbearing
capacityfactors,thevalueofbearingcapacityfactorsisnotsamedependingonthetheoryused.Basedon
theclassicalanalyticalmodel,alimitequilibrium methodofmomentequilibriumisusedtodeducethe
bearingcapacityformulaofstripfootingonsand,andtheequationsofbearingcapacityfactorsNqandNγ

aregiven.Comparedtocommonlyusedtheoreticalmodels,theequationsoffactorsNqandNγare
independentthusavoidtheinterplayoftwofactorsandreducetheuncertaintyincalculation.Inorderto
verifytheaccuracyoftheequations,thecalculationiscomparedwiththetheorysolutionoflimitanalysis
andlaboratorytestresultsinliterature.ResultsindicatethattheNγvaluescalculatedbytheproposed
equationsofdifferentinternalfrictionangleareclosertosolutionoflimitanalysisthanothertheoretical



models.Furthermore,thebearingcapacitycalculatedbyequationsinthispapershowsgoodagreement
withthedataoflaboratorytest.
Keywords:ultimatebearingcapacity;sand;stripfooting;limitequilibriummethod;bearingcapacityfactor

  天然地基极限承载力作为岩土力学中的基本问

题,受 到 了 学 术 界 和 工 程 界 的 重 视。Terzaghi、

Meyerhof等采用不同的方法,推导出了地基极限承

载力的计算公式并给出了相应的承载力系数。

目前常用的分析方法有:塑性极限分析法、滑移

线法和极限平衡法[1]。这3种承载力理论计算方法

各有特点:极限分析法理论上比较严密、推导相对比

较复杂;滑移线理论能求得无重土极限承载力精确

解[2],但对有重土需要结合其他方法求解;极限平衡

法由于推导简便而得到了普遍应用。以 Terzaghi
为代表的学者分析了基底以上堆载q、基础宽度b和

黏聚力c对承载力的影响,给出了被广泛应用的地

基承载力计算公式

pu =cNc+qNq+0.5γbNγ (1)
式中:承载力系数Nc、Nq、Nγ 均为内摩擦角的函数。

对于砂土,黏聚力为零,式(1)改写为

pu =qNq+0.5γbNγ (2)

  由于理论推导中会采取不同的简化,因此,各学

者得到的承载力系数表达式有所不同。文献[3]中
列出了当基底完全粗糙时 Terzaghi理论的承载力

系数[3]

Nq = e(1.5π-φ)tanφ
2cos2(π/4+φ/2)

(3a)

Nγ = 12
Kp

cos2φ
-1æ

è
ç

ö

ø
÷tanφ (3b)

式中:Kp 为被动土压力系数。Terzaghi和Peck建

议由半经验公式计算Nγ

Nγ =1.8(Nq-1)tanφ (4)

  Lyamin等[4]总结了 Hansen、Bolton等学者关

于承载力系数的研究成果。承载力系数 Nq 可表

示为

Nq =eπtanφ·tan2(π/4+φ/2) (5)

  对于承载力系数 Nγ,由于很难给出严密的推

导,所以,不同学者给出了各自的经验公式,这给使

用者带来了困难[5-6]。其中,比较有代表性的有

Hansen等提出的Nγ=1.5(Nq-1)tanφ (6a)

Vesic[7]提出的Nγ=2(Nq+1)tanφ (6b)

Lyamin等[4]提出的Nγ=(Nq-1)tan(1.32φ)

(6c)

需要指出的是,Terzaghi采用叠加方法计算承

载力系数 Nc、Nq、Nγ,由于计算时采用不同破坏模

式的叠加,因此,推导出的承载力与真实值存在差

异[8-9]。模型试验和现场试验也表明,采用某些经典

模型计算出的极限承载力偏于保守。

随着有限元等数值计算方法的普及,很多学者

倾向于采用数值模拟方法研究承载力问题。数值模

拟方法假定少、适用范围广,但计算结果缺少普遍

性,可以与理论分析法相互补充。目前,仍有学者通

过理论分析来研究地基承载力,研究主要集中在:采

用非叠加方法计算承载力系数;推导不同形状基础

的地基承载力解析解;计算非均质地基条件下的极

限承载力。

笔者采取极限平衡法在同一破坏模式下研究砂

土上条形基础的承载力,推导考虑埋深和土体重度

的极限承载力解析解,提出相互独立的承载力系数

计算公式,并将推导结果同经典解答以及文献中的

试验结果进行对比,验证公式的合理性和适用性。

1 公式推导

推导中采用经典承载力理论的基本假定:条形

基础基底粗糙,土体视为理想刚塑性模型且服从

Mohr-Coulomb屈服准则,在极限荷载下土体发生

整体剪切破坏。

设基础宽度为b、埋深为d、基底以上由于土重

产生的堆载为γd,考虑对称性,取一半进行分析,分

析简图如图1所示。根据各学者普遍认可的破坏模

式,在基底最大压力pu 作用下,土中破坏面分为3
个区:三角形ABC 为弹性核,水平夹角为θ1;ACD
为过渡区、边界CD 为对数螺旋线,中心角为θ2;

ADG 为被动区,AD 与水平面的夹角为45°-φ/2。

当基底压力增大时,破坏面逐渐向地表发展。

此时,土体自重应力σcz会在AD 面上产生正应力σn
和剪应力τn。CD 面上作用着抗剪强度τz,AC 面上

也作用着正应力和剪应力。以ACD 为研究对象,当

土体处于极限平衡状态时,各力对A 点的力矩应平

衡。由于作用在AC和AD 面上的剪应力对A 点力

矩为零,所以只需考虑两个面上的正应力产生的力
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矩。为了便于分析,将AD 面上的正应力进行分解。

图1 极限承载力分析简图

Fig.1 Analysissketchofbearingcapacity
 

如图2所示,作用在AD 面上的正应力分成两

种:一种是由于基底以上的堆载γd 产生的,沿AD
面保持不变;一种是由在AD 高度范围内的土体自

重产生的,沿AD 呈三角形分布。

图2 AD面上的正应力

Fig.2 NormalstressonADplane
 

根据几何关系可得到

σn1 =γd·cos45°-φ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ (7)

σn2 =γAD·sin45°-φ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷·cos45°-φ

2
æ

è
ç

ö

ø
÷ (8)

σn1对A 点产生的顺时针力矩M1 为

M1 =σn1·AD·12AD = 12σn1
·AD2 (9a)

  σn2对A 点产生的顺时针力矩M2 为

M2 = 12σn2
·AD·23AD = 13σn2

·AD2 (9b)

  CD 面上的抗剪强度也会对A 点产生顺时针力

矩。由于在θ2 范围内的半径是变化的,方程为γ=

γ0eθ2tanφ,γ0=AC。而在CD 面上的砂土抗剪强度与该

点所受正应力有关,为便于推导假设在CD 面上的抗

剪强度τz为定值。根据文献[3]列出的 Meyerhof的

推导思路,可得到其对A点的力矩M3 为

M3 =τz∫
θ2

0
γ2dθ=τz∫

θ2

0
e2θtanφdθ=

τz
2tanφ

γ20(e2θ2tanφ -1) (9c)

  作用在AC面上的正应力会对A 点产生逆时针

的力矩。与AD 面相似,对AC 面上正应力进行分

解如图3。

两种应力对A 点的力矩分别为

图3 AC面上的正应力

Fig.3 NormalstressonACplane
 

M1'= 12σn3
·AC2 = 12σn3

·γ20 (9d)

M2'= 13σn4
·AC = 13σn4

·γ20 (9e)

式中:γ0=b
2secθ1

。

为了减少未知量数量,引入平均正应力σn',即

M1'+M2'=12σn'
·γ20

根据A 点的力矩平衡,可得到

1
2σn'

·γ20 = 12σn1
·AD2+13σn2

·AD2+

τz

2tanφ
γ20(e2θ2tanφ -1) (10)

式中:AD=γ0eθ2tanφ,式(10)写为

σn'·γ20 =σn1·γ20e2θ2tanφ +23σn2
·γ20e2θ2tanφ +

τz

tanφ
γ20(e2θ2tanφ -1) (11)

  根据 Mohr-Coulomb强度定理,砂土的抗剪强

度为τz=σz·tanφ,代入式(11),化简后得

σn'=σn1'·e2θ2tanφ +23σn2
·e2θ2tanφ +σz(e2θ2tanφ -1)

(12)

  将式(7)、式(8)代入式(12),并化简得

σn'=γdcos45°-φ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷e2θ2tanφ +

1
6γbsecθ1sin

(90°-φ)e3θ2tanφ +σz(e2θ2tanφ -1)

(13)

  由于在对数螺旋线CD 上的正应力不是定值,

为了便于求解且偏于安全,取C 点的法向应力为

σz,即

σz =σcz·sinθ1 = (γd+0.5γbtanθ1)sinθ1
(14)

  将式(14)代入式(13),得到
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σn'=γd[cos(45°-φ/2)e2θ2tanφ +sinθ1e2θ2tanφ -sinθ1]+
1
2γb

sin(90°-φ)
3cosθ1

e3θ2tanφ +tanθ1sinθ1e2θ2tanφ -tanθ1sinθ1[ ] (15)

  对ABC 土体进行受力分析,如图4所示,在极

限荷载pu 的作用下,AC 和BC 受到两侧土体产生

的法向应力σn'和切向应力τn',它们在竖向上分解后

的合力与作用在宽度b上的pu 与土体重力W 相平

衡,即:

σn'·cosθ1·2AC+τn'·sinθ1·2AC =pub+W

图4 ABC受力分析

Fig.4 StressanalysisofsoilbodyABC
 

将τn'=σn'·tanφ,W=
1
4γb

2tanθ1 代入上式,得

pu =σn'·(1+tanφtanθ1)-
1
4γbtanθ1

(16)

  将式(15)代入式(16),化简后得到

pu =qNq+0.5γbNγ (17)

其中

Nq = e2θ2tanφ cos45°-φ
2

æ

è
ç

ö

ø
÷+sinθ1æ

è
ç

ö

ø
÷-sinθ1[ ]·

(1+tanφtanθ1) (18)

Nγ = e2θ2tanφ sin
(90°-φ)
3cosθ1

eθ2tanφ +tanθ1sinθ1æ

è
ç

ö

ø
÷-[

.

.tanθ1sinθ1 ]·(1+tanφtanθ1)-
1
2tanθ1

(19)

  式(18)、式(19)中除了砂土的内摩擦角外,涉及

的变量只有两个:θ1、θ2。根据图1的几何关系,θ2=

135°-θ1+φ/2。而ABC 的夹角θ1,学者们有不同

的取值,根据Terzaghi和数值模拟的研究,θ1 的大

小与土的内摩擦角比较接近,故取θ1=φ。

2 承载力系数的比较

通过以上推导得到了作用下砂土上的条形基础

承载力系数表达式。已有的承载力理论大多是先推

导出Nq 的表达式,再通过经验法得到 Nγ 与 Nq 的

关系(如式(4)、式(6a)、式(6b)、式(6c))。本文直接

推导出两个系数的计算公式,方便使用。

表1为笔者公式与目前使用较多的经典理论计

算出的承载力系数 Nq 对比。已有理论中,计算公

式主要有两类:一是 Terzaghi使用的式(3a),一是

Hansen、Vesic等众多学者使用的式(5)。当内摩擦

角小于24°时,式(18)计算出的Nq 小于Terzaghi和

Hansen的计算值;当内摩擦角不小于24°时,式(18)

计算出的Nq 介于Terzaghi和Hansen二者之间。

表1 与各学者承载力系数Nq 对比

Table1 ComparisonofbearingcapacityfactorNqbetween

commonusedtheoryandthispaper

φ/(°) Terzaghi Hansen Vesic 本文

02 1.22 01.20 01.20 000.85

04 1.49 01.43 01.43 001.04

06 1.81 01.72 01.72 001.29

08 2.21 2.06 2.06 001.59

10 2.69 2.47 2.47 001.98

12 3.29 2.97 2.97 002.46

14 4.02 3.59 3.59 003.08

16 4.92 4.34 4.34 003.85

18 6.04 5.26 5.26 004.82

20 7.44 6.40 6.40 006.05

22 9.19 7.82 7.82 007.61

24 11.40 9.60 9.60 009.61

26 14.21 11.85 11.85 012.17

28 17.81 14.72 14.72 015.48

30 22.46 18.40 18.40 019.78

32 28.52 23.18 23.18 025.44

34 36.50 29.44 29.44 032.95

36 47.16 37.75 37.75 043.02

38 61.55 48.93 48.93 056.70

40 81.27 64.20 64.20 075.54

42 108.75 85.37 85.37 101.91

44 147.74 115.31 115.31 139.46

表2为笔者公式与目前使用较多的理论计算出

的承 载 力 系 数 Nγ 对 比。列 举 的 4 种 理 论 中,

Terzaghi(式(4))、Vesic(式(6b))计算出的 Nγ 相对

较高,而 Hansen(式(6a))和Salgado(式(6c))计算

出的 Nγ 相 对 较 低。当 内 摩 擦 角 小 于 12°时,

Terzaghi、Hansen、Salgado承载力理论得到的均小

于1,式(19)计算出的为1.49,略低于Vesic理论得

到的1.69。随着内摩擦角的增大,式(19)计算出的

Nγ 基本介于 Terzaghi和 Vesic的解答之间,大于
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Hansen和Salgado的解答。

表2 与各学者承载力系数Nγ 对比

Table2 ComparisonofbearingcapacityfactorNγbetween

commonusedtheoryandthispaper

φ/(°) Terzaghi Vesic Hansen Salgado 本文

02 0.01 0.15 0.01 0.01 0.42

04 0.06 0.34 0.05 0.04 0.53

06 0.15 0.57 0.11 0.10 0.68

08 0.31 0.86 0.22 0.20 0.87

10 0.54 1.22 0.39 0.35 1.14

12 0.88 1.69 0.63 0.56 1.49

14 1.35 2.29 0.97 0.86 1.95

16 2.02 3.06 1.43 1.29 2.58

18 2.95 4.07 2.08 1.87 3.41

20 4.22 5.39 2.95 2.68 4.55

22 5.96 7.13 4.13 3.79 6.08

24 8.34 9.44 5.75 5.31 8.17

26 11.60 12.54 7.94 7.41 11.03

28 16.09 16.72 10.94 10.32 14.99

30 22.30 22.40 15.07 14.40 20.51

32 30.95 30.21 20.79 20.14 28.30

34 43.11 41.06 28.77 28.32 39.42

36 60.36 56.31 40.05 40.14 55.50

38 85.15 78.02 56.17 57.45 79.11

40 121.24 109.41 79.54 83.26 114.41

42 174.63 155.54 113.96 122.49 168.21

44 255.06 224.63 165.58 183.50 252.12

从承载力系数的推导和数值可以看出,内摩擦

角φ直接决定着承载力系数的高低和砂土承载力的

大小。尤其是当内摩擦角较大时,这一影响体现得

更为明显。因此,在计算密砂的承载力系数时,对内

摩擦角的取值需要慎重。有学者指出,在非关联流

动法则下,砂土的剪胀角ψ 会影响速度矢量的方

向[10-11]。此时应该用式(20)计算的等效内摩擦角

φ*代替内摩擦角φ计算承载力系数[11]。另外,基础

宽度b对承载力计算的准确性也存在一定影响。基

础宽度增大虽然会使承载力提高,但很多研究也表

明存在界限,所以,在地基基础规范的承载力修正

中,对宽度的取值进行了限制。因此,使用本文公式

计算承载力时,砂土内摩擦角取值尽量不超过44°,

条形基础宽度不超过6m。

tanφ* = cosψsinφ
1-sinψsinφ

(20)

3 计算结果的对比验证

为了验证公式的合理性,将计算结果进行两种

对比验证。

3.1 与极限分析法计算的Nγ 对比

由于系数Nγ 多是通过经验公式计算,因此,各

承载力理论中Nγ 差别较大。极限分析法理论比较

复杂、推导严密,可得到极限荷载[12],因此,将笔者

计算的Nγ 与极限分析法的计算值进行对比。参考

在地基承载力研究中被广泛引用的 Michalowski和

Soubra的极限分析法计算结果。Michalowski比较

了已有的承载力理论,并给出了基底粗糙时 Nγ 的

计算公式[11]  

Nγ =e0.66-5.11tanφtanφ (21)

Soubra给出了承载力的推导思路,由于过程复杂,

所以,给出了不同内摩擦角时的 Nγ 值[13]。选取了

内摩擦角为15°、25°、35°的3种情况进行对比。如

表3所示,不同摩擦角时本文公式的计算结果同

Michalowski和Soubra的解答都比较接近。几种经

典理论中,Vesic解在内摩擦角为35°时的解答与极

限分析法的解答比较接近,但在15°和25°时相差

较大。

表3 得到的系数Nγ 对比

Table3 ComparisonofbearingcapacityfactorNγbetweenclassicaltheoryandthispaper

φ/(°) Terzaghi Vesic Hansen Salgado 本文 Michalowski Soubra

15 01.66 02.65 01.18 01.06 02.24 02.04 01.95

20 04.22 05.39 02.95 02.68 04.55 04.52 04.49

35 50.97 48.03 33.92 33.68 46.70 48.51 49.00

3.2 与试验得到的pu 进行对比

将公式解与已有研究中的试验结果进行对比。
在砂土承载力方面的研究主要集中在理论和数值分

析上,关于砂土上浅基础极限承载力的试验成果并
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不多。Siddiquee等[14-15]曾在砂土上进行过一系列

基础承载力试验,因此,从中选取条形基础的试验结

果进行对比。

试验1(模型试验)[14]:条形基础宽度0.5m,基

础置于砂土表面、埋深为0。

试验2(离心机试验)[15]:等效条形基础宽度

1m,基础的埋深与基础宽度的比值分别为:0.50、

0.75、1.00。

两种试验采用的都是相同的石英砂(Toyoura

sand)。该砂的干重度为15.8kN/m3,考虑应力水

平后的等效内摩擦角为40.1°。

试验1得到的极限承载力pu 约为470kPa。使

用本文公式计算出的承载力为461kPa,Terzaghi理

论解为488kPa,Vesic解为440kPa,Hansen解为

320kPa、Salgado解为335kPa。本文公式的解答与

试验值更接近。

试验2通过离心机试验得到了条形基础不同埋

深时的极限承载力[13]。通过图5的计算值与试验

值对比可以看出,几种埋深下的Terzaghi解都大于

试验值,而Hansen解和Salgado解都明显小于试验

值,这与之前承载力系数的规律一致。Vesic解和本

文公式解与试验值比较接近,相比之下,当d/b=
0.25和0.5时,本文公式的解答与试验值相差很小;

当d/b=1.0时,Vesic解更接近。从不同埋深的试

验数值来看,d/b从0.75增加至1.0时,承载力的

增幅明显小于d/b从0.5增加至0.75时,这可能与

试验误差等因素有关。

图5 承载力计算解与试验解的对比

Fig.5 Comparisonofbearingcapacitybetweencalculated

valuesandtestvalues
 

将几种理论解与试验值的平均误差进行计算。

使用本文公式计算值与试验值的误差为2.6%,其余

理论的误差分别为:Vesic解为7.4%,Terzaghi解

为9.5%,Hansen解为21%,Salgado解为19%。

从结果对比可以看出,本文公式可以用来计算砂土

上条形基础的极限承载力且误差较小。

4 结论

1)根据经典承载力理论,对滑动区土体的受力

进行分析,推导出基于极限平衡法的承载力解析解,

并整理出承载力系数Nq 和Nγ 的表达式。

2)使用本文得到的承载力系数计算公式,给出

了砂土内摩擦角2°~44°时的承载力系数取值,并与

常用的承载力系数取值方法进行了比较。

3)本文得到的承载力系数计算公式相互独立、

变量较少,使用起来比较方便。通过与已有试验研

究结果对比,验证了本文公式计算结果的合理性。
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