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基于Gross方程的饱和砂土液化后流动特性模型
吴海清

(上海申元岩土工程有限公司,上海200002)

摘 要:将液化后的饱和砂土视为一种流体,其流动特性表现出类似剪切稀化非牛顿流体的特性。
根据非牛顿流体力学理论分析液化后饱和砂土的流动特性发现,当处于零有效应力状态时,可以用

纯粘性流动本构模型较好地描述砂土的剪应变率 表观黏度关系。通过拟合动扭剪试验结果的流

变曲线,对比分析了几种常用的纯粘性流动本构模型,发现Gross模型可以较好且较简洁地描述液

化后砂土零有效应力状态时的流动特性。通过对拟合参数的分析,建立了基于Gross模型的液化

后饱和砂土零有效应力状态的流动本构模型,得到时间量纲下的参数K 以及零剪切表观黏度η0 和

极限剪切表观黏度η∞的函数关系。考虑相对密实度、固结应力和应力历史对模型参数的影响,阐

释了模型参数的函数关系以及物理意义。
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Flowconstitutivemodelofpostliquefiedwater-saturated
sandbasedonGrossequation

WuHaiqing
(ShanghaiShenyuanGeotechnicalEngineeringCo.,Ltd.,Shanghai200002,P.R.China)

Abstract:Whentheliquefiedwater-saturatedsandisregardedasafluid,itcanbeidealizedasakindof
shearthinningnon-Newtonianfluid.Basedonnon-Newtonianfluidmechanics,thetheoreticalanalysiswas
conductedontheliquefiedwater-saturatedsand.Accordingtothis,therelationshipbetweentheshear
strainrateandtheviscosityunderzeroeffectivestressstatecanbeproperlydescribedbypureviscousflow
constitutivemodel.TheGrossmodelofliquefiedwater-saturatedsandisestablishedbyfittingtheflow
curveofthedynamictorsionalsheartestresultsonthebasisofpredictionsobtainedfromseveralcommonly
usedpureviscousflowconstitutivemodels.Therepresentativemodelparametersincludetherelative
density,theconsolidationstressandtheimpactofstresshistory.Thefunctionalrelationshipsamongtime
dimensionK,zeroshearapparentviscosityη0andlimitshearapparentviscosityη∞arefittedbasedonthe
dynamictorsionalsheartestresults,andthephysicalmeaningsoftheparametersareintroducedinthe
composedfunction.Theresearchlandmarksatheoreticalfoundationforfurtheranalysisoflarge
deformationofliquefiedflowsbasedonfluidmechanicstheory.
Keywords:water-saturatedsand;shearthinning;zeroeffectivestress;flowconstitutivemodel;shearstrain
rate-apparentviscosity



  地震是人类面临的主要自然灾害之一。近年

来,世 界 范 围 内 地 震 活 动 频 繁,如 2008 年 中 国

“5·12”汶川大地震(里氏震级 M=8.0)[1],2010年

智利“2·27”大地震(里氏震级 M=8.8)以及2011
年日本“3·11”本州岛海域大地震(里氏震级 M=
9.0)[2],2018年印尼“9·28”大地震(里氏震级 M=
7.4)等,这些大地震中均存在因饱和砂土液化而引

起的震害,因此,地震液化问题的研究仍然是土动力

学与岩土地震工程领域重要的课题之一。

Seed等[3]把不排水循环剪切试验中有效应力

第一次为0的状态称为“初始液化”,从而将液化过

程分为“液化前(初始液化前)”和“液化后(初始液化

后)”两个阶段。已有的震害调查发现,砂土层“液化

后”引起的地基大变形是导致强震区各种基础设施

和生命线工程遭到破坏的主要原因,因此,随着液化

研究的深入,学者们越来越关注“液化后”砂土层应

力应变的响应以及“液化后”地基大变形产生的机

理。根据力学理论的不同,目前对砂土液化后大变

形本构模型的研究主要有两类:一类基于固体力学

理论,如Shamoto等[4]提出描述砂土液化后不排水

剪单调剪切大变形的本构模型;另一类将“液化后”

的砂土层视为一种流体,基于流体力学的理论研究

大变形的问题[5]。

将液化后砂土视为一种流体是一种较新的研究

思路。Sasaki等[6]利用振动台试验研究砂土液化变

形问题时发现,液化砂土具有非常类似于流体的性

质;Miyajima等[7]采用拖球及落球试验,根据流体

力 学 中 的 公 式 获 得 液 化 后 砂 土 的 表 观 黏 度。

Tamate等[8]在拖管试验中,根据钢管受到的拖拽力

和相似性,研究液化后砂土的流动特性。Hadush
等[9]总结了几组由不同测量方法获得的表观黏度与

剪应变率关系后,发现液化后砂土的表观黏度随剪

应变率的增大而减小的特性。Hwang等[10]等通过

沉球试验及拖管试验研究液化后地表流对桩基的影

响时,同 样 发 现 液 化 砂 土 的 这 种 特 性。陈 育 民

等[5,11-12]通过动扭剪试验和振动台拖球试验,王志

华等[13]通过自由场地基振动台试验,其他一些学

者[14-20]通过空心扭剪实验、离心机振动台实验等方

法,研究液化后砂土流动特性时,也获得了同样的结

果,即液化后砂土是一种“剪切稀化非牛顿流体”。

由于对于液化后砂土流体动力学特性的研究起步较

晚,理论研究相对缺乏,在流动本构模型方面的研究

尚处于初步探索阶段[14]。

笔者采用流体力学理论进一步解释砂土液化后

大变形的机理,通过对动扭剪试验结果的分析,探讨

可以描述液化后砂土零有效应力状态的流动本构

模型。

1 流体力学方法分析液化后砂土流动

特性的理论基础

  1687年,牛顿在其所著的《自然哲学的数学原

理》中提出牛顿内摩擦定律

τ=μ
du
dy

(1)

式中:μ为比例系数,称为动力黏度(简称黏度),单

位是Pa·S,该系数即反映了流体的粘稠性。du
dy

为

流速在流层法线方向的变化率,称为流速梯度。
由于液化砂土的流速梯度很难获得,因此,需要

进一步说明该项的物理意义。如图1所示,在厚度

为dy的上、下两流层间取矩形流体微团。因上、下
层的流速相差du,经过时间dt后,微团除位移外,还
有剪切应变dγ,即

dy≈tan(dγ)=dudtdy
(2)

图1 动力黏度的物理意义[21]

Fig.1 Dynamicviscosityphysicalsignificance[21]
 

式(2)可变形为

du
dy=dγdt

(3)

  因此,式(1)又可写成

τ=μ
dγ
dt

(4)

  陈育民等[5]通过不同试验发现,液化后砂土的

流动特性表现为“非牛顿流体”的性质。而只有牛顿

流体才具有一种严格意义的黏度概念,即μ。非牛

顿流体则需要两个或两个以上的参数来描述其黏稠

特性。但为了方便起见,引入动力表观黏度(简称表

观黏度)η来近似描述非牛顿流体的黏稠特性,即

η=f(γ
·
)(γ
·
=dγdt

),为方便起见,采用γ
·
代替dγ

dt
)。于
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是式(4)可改写为

τ=ηγ
·

(5)

  式(5)即为可描述液化后砂土流动特性的流动

本构模型。

由于液化后砂土的表观黏度η随剪应变率γ
·
的

增大而减小,即表现为一种“剪切稀化”的特性。剪

切稀化非牛顿流体材料表现为:在低剪应变率γ
·
0

下,表观黏度为常数或趋向于一个常数,该常数η0
称为“零剪切表观黏度”;与此同时,在高剪应变率

γ
·
∞下,表观黏度再次为常数或趋向于一个常数(且

η∞<η0),该常数η∞称为“极限剪切表观黏度”[22]。

可以推断,砂土液化后处于零有效应力状态时,

颗粒间失去土骨架结构,处于类似“悬浮”的状态,当
没有受到剪应力作用时,颗粒在溶液中处于静止状

态,由于颗粒本身在液化过程中受到动荷载的作用,

处于杂乱无章的分布状态,一旦受到剪应力的作用,

随着流动的进行,它们将沿着流动方向开始有序地

排列起来,此时剪应变率开始增大,这种定向排列将

随着流动的进行,越来越整齐,流动的阻力就越来越

小,即其表观黏度将越来越小,这就反映出一种剪切

稀化的趋势。当剪应变率较小时,不足以破坏原有

的结构,即不能够使排列得杂乱无章的颗粒定向排

列,此时表观黏度为常数η0 且与剪应变率无关,而
当剪应变率很大时,已经最大限度地使颗粒定向排

列,从而颗粒已经处于有序整齐的状态,此时再增大

剪应变率,表观黏度也无法再小了,即趋向于一个常

数η∞,且η∞<η0。

2 非牛顿流体的流动本构模型

描述流体剪切应力和剪应变率之间关系的方

程,称为流动本构模型。当研究非牛顿流体时,流动

本构模型即式(5),由于表观黏度η受到非牛顿流体

类型以及环境等众多因素的影响,表现为关于剪应

变率γ
·
的非线性函数。

由于目前还没有一个普适的流动本构模型可以

统一描述非牛顿流体的流动特性。因此,在研究非

牛顿流体剪应变率 表观黏度之间的关系时,存在着

许多流动本构模型。归纳起来可以分为两大类:一

类是纯粘性流动本构模型,即在撤除剪切应力后,它
们在受剪切应力作用期间的任何形变都不会恢复;

另一类是粘弹性流动本构模型,即在撤除剪切应力

后,它们在受剪切应力作用期间所产生的形变会完

全或部分得到恢复。

张建民等[23]在研究砂土不排水循环扭剪试验

时发现:初始液化后零有效应力状态时产生的剪应

变分量γ0 的变化特点为:γ0 只在液化后有效应力过

零点时产生;γ0 的大小与当前的剪应力大小无关,

只依赖于应力应变历史。由于笔者研究的对象为液

化后处于零有效应力状态的砂土,只需要考虑剪应

变分量γ0,即在此状态下,砂土不存在土骨架的概

念,因此,该研究对象属于纯粘性流体。

根据式(5),可以得出广义的非线性粘性流动本

构模型,即

Sij =η(Π)Aij (6)

式中:Sij为偏应力张量;Aij 为一阶 Rivlin-Ericksen

张量;Π为Aij的第二不变量。

为了获得流动本构模型方程式(6),需要知道

η=η(Π) (7)

  由于液化后砂土的流动特性比较接近侧黏流

动,即在流动过程中只需要考虑平移和转动,不需要

考虑拉伸等其他因素。因此Π=γ
·
,即描述液化后砂

土流动特性的流动本构模型可以写成η=η(γ
·
)的形

式,流动本构模型的书写将采用这种统一的形式。

表1中列出了7种常用的纯粘性流动本构

模型。

表1 纯粘性流动本构模型

Table1 Viscousflowconstitutivemodel

类型 公式

PowerLaw模型 η=Kγ
·
n-1 (8)

Bingham模型 η=η∞+
τ0
γ
· (9)

Casson模型 η= η∞
1
2+

τ0
γ
·( )

1
2

[ ]
2

(10)

Oldroyd模型 η=η
0(1+λ2Kγ

·
2)

1+λ1Kγ
·
2

(11)

Gross模型 η=η∞+ η0-η∞
1+(Kγ

·)m
(12)

Carreau模型 η=η∞+(η0-η∞)[1+Kγ
·)2]n-12 (13)

Sisko模型 η=η∞+ η0
(Kγ

·)n
(14)

注:表格中τ0 为初始屈服应力;K 为时间量纲下的常数;λ1、λ2、m 为

无量纲常数。
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3 基于动扭剪试验结果分析液化后砂

土的流动本构模型

3.1 试验方法

试验采用河海大学岩土所和日本圆井株式会社

共同研制的静动多功能三轴试验仪。采用的砂样为

重塑试样(颗粒比重 G1 为2.56,有效粒径d10=

0.16mm,限制粒径d60为0.42mm,最大孔隙比

emax为0.974,最小孔隙比emin为0.568,不均匀系数

Cu 为2.63,曲率系数Cc 为1.17,粘粒含量为0%),

试样采用空中砂雨法制备。试验中,采用先通CO2
气体排除试样中空气,再通脱气水,然后再施加反压

的方法进行饱和,确保饱和度B≥0.97。试样完成

固结操作后,在不排水条件下以一定的动剪应力比

给试样施加动扭剪应力,当试样发生初始液化后,继

续施加动扭剪应力,以此来模拟液化后砂土的流动

特性。试验中考虑了不同初始相对密实度和前期固

结应力对流动特性的影响,具体方案如表2所示。

表2 动扭剪试验方案

Table2 Experimentalplanofdynamictorsionalteat

试验编号 相对密实度/% 固结围压/kPa

1 30 050

2 30 100

3 40 100

4 50 050

5 50 100

6 70 100

3.2 分析方法

根据流体力学中常用的建立流动本构模型的方

法,即采用实验数据建立流变曲线进行参数拟合。

为了确定描述液化后砂土非零有效应力状态的流动

本构模型,将根据动扭剪试验结果绘制成的流变曲

线作为研究对象。根据所采用流动本构模型的形

式,流变曲线采用剪应变率 表观黏度之间的关系曲

线。剪应变率和表观黏度均由试验数据计算获得,

公式为[11]

γ
·
= 12

γi+1-γi

ti+1-ti
+γi-γi-1

ti-ti-1

æ

è
ç

ö

ø
÷ (15)

η= τ
γ
· (16)

  式(15)中γi-1、γi 和γi+1分别对应时间ti-1、ti

和ti-1时的剪应变,表观黏度η的国际单位是Pa·s,

由于在处理试验数据时发现液化后砂土的表观黏度

较大,所以,在数据分析中采用的单位为kPa·s。

液化后动加载时,每一个荷载周期包括两次加

载和两次卸载过程,根据以往学者的研究,只有在加

载阶段超孔压比FL FL=Δuσ3c'
æ

è
ç

ö

ø
÷接近1.0时,液化后

砂土才会在极低的剪应力作用下使得剪应变迅速增

长,即表现出近似粘性流体的特性。此外,文本选择

的研究对象为液化后零有效应力状态下的砂土也满

足了这一特性。因此,将每组试验中超孔压比接近

1.0(这里取大于0.99)时的数据点筛选出来,并借

鉴陈育民等[11]的观点,将1个周期的两次加载过程

分为“第一半周加载”和“第二半周加载”,具体的数

据组如表3所示。

表3 动扭剪试验数据整理

Table3 Experimentaldatareductionofdynamictorsionalteat

数据组编号 相对密实度/% 固结围压/kPa 加载周期 数据数量

0No.1 30 050 24# 12

0No.2 30 050 25# 20

0No.3 30 050 26# 08

0No.4 30 050 27# 12

0No.5 30 050 23.5# 10

0No.6 30 050 24.5# 14

0No.7 30 050 25.5# 20

0No.8 30 050 26.5# 25

0No.9 30 100 25# 11

No.10 30 100 26# 18

No.11 30 100 24.5# 12

No.12 30 100 25.5# 16

No.13 40 100 24# 13

No.14 40 100 25# 19

No.15 40 100 23.5# 17

No.16 40 100 24.5# 20

No.17 50 050 22# 17

No.18 50 050 23# 18
No.19 50 050 24# 20
No.20 50 050 25# 18
No.21 50 050 21.5# 11
No.22 50 050 22.5# 14
No.23 50 050 23.5# 18
No.24 50 050 24.5# 18
No.25 50 100 29# 13
No.26 50 100 30# 14
No.27 50 100 28.5# 11
No.28 50 100 29.5# 14

注:加载周期中24#表示循环荷载第24周的第一半周加载;23.5#

表示循环荷载第23周的第二半周加载。
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3.3 剪应变率 表观黏度曲线拟合

将试验结果中超孔压比接近1.0的液化后砂土

剪应变率 表观黏度的关系采用不同的流动本构模

型进行曲线拟合,绘出流变曲线。采用的数据组为

No.9、No.10、No.13、No.14、No.25和No.26。

图2为采用不同流动本构模型进行曲线拟合的

结果,从图2可以发现,Carreau方程和Gross方程

能较好地拟合出试验结果。尽管两个方程均为4参

数方程,但Carreau方程在形式上比 Gross方程更

加复杂,因此,考虑在工程上本构模型越简单越方便

应用的原则,选择Gross方程作为液化后砂土零有

效应力状态的流动本构模型。

图2 不同试验参数下液化后砂土的剪应变率 表

观黏度关系及不同本构模型的拟合结果

Fig.2 Relationshipbetweenshearstrainrateandapparent

viscosityandFittingresultsofdifferentconstitutiveequations
 

3.4 Gross方程曲线拟合的结果分析

采用Gross方程进行曲线拟合,拟合的方式为

最小二乘法。调整相关度后,拟合度均达到了0.99,

说明拟合出来的曲线和实验数据点之间具有良好的

相关度。

图3为不同相对密实度下Gross方程的拟合结

果,从图中可知,在同一个周期的两次加载过程中,
“第一半周加载”和“第二半周加载”为两个独立的加

载过程,剪应变率 表观黏度关系不一致。主要原因

是,两个加载过程的方向相反,应力 应变历史不一

致,因此,有必要把两个加载过程分开分析。

图3 不同相对密实度下液化后砂土的剪应变率 表

观黏度关系及Gross方程拟合结果

Fig.3 Relationshipbetweenshearstrainrateandapparent

viscosityandFittingresults
 

从图3(a)中拟合曲线可知,当剪应变率相同

时,相对密实度不同的液化后砂土,其表观黏度不

同,其中,相对密实度为40%的液化后砂土表观黏

度大于相对密实度为30%的液化后砂土,反映了松

砂的表观黏度随相对密实度的提高而增加,即提高

相对密实度可以增强疏松砂层液化后抵抗变形的能

力。产生这一现象的原因是:松砂在振动受剪时,颗

粒可以滚落到平衡位置,使得排列更加紧密,表现出

剪缩性,当液化后砂土流动时,砂颗粒会重新排列,

趋于整齐,砂颗粒越紧密,趋于整齐的过程中受到的

流动阻力就越大。相对密实度为50%的液化后砂

土,其表观黏度与相对密实度的关系没有反映出松

砂的特性,产生这一现象的原因是:紧砂在液化后大
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变形的过程中,主要体现了剪胀性,即紧砂在振动受

剪时,颗粒只能通过抬高或者错位来离开原有位置,

表现为剪胀性,当液化后砂土流动时,砂颗粒同样会

重新排列,趋于整齐,趋于整齐的过程中受到的流动

阻力随着砂颗粒的齐整程度而减小。图3(b)中也

存在类似的情况。

由图3(c)中拟合曲线的走势可知,在相对密实

度和固结应力相同时,同一剪应变率对应的表观黏

度随着循环周期的增长而增长,图3(d)中也存在类

似的情况。产生这一现象的原因是:液化后零有效

应力状态下砂土的流动过程即是砂颗粒重新排列整

齐的过程,进行这一过程前,就已经存在过一次砂颗

粒排列整齐后再被打乱的循环,本次重新排列过程

势必受到上一次的影响,并且这样的影响是一种累

加的过程,即建立在前一次循环基础上的后一次重

新排列过程要更困难,张建民等[17]的研究也发现,

液化后零有效应力状态时,砂土经历的前期最大剪

应变越大,此后发生的剪应变也越大。此外,从图中

相同条件下不同循环周期的拟合曲线分布较密可

知,这种应力 应变历史导致表观黏度的增长幅度

不大。

图4为不同固结应力下 Gross方程的拟合结

果,从拟合曲线的走势可知,在剪应变率相同时,同

一相对密实度的液化后砂土表观黏度在固结应力为

100kPa时比在固结应力为50kPa时大,即相同条

件下,固结应力越大,液化后砂土流动时受到的阻力

越大,产生这一现象的原因是:前期固结应力越大,

砂颗粒之间越密实,当液化后砂土开始流动,砂颗粒

开始重新排列整齐时,如果砂颗粒之间接触得越紧

密,则这种重新排列的过程越困难,从而流动阻力

增大。

3.5 液化后砂土基于Gross方程的本构模型探讨

由式(12)可知,Gross方程中包含4个参数:零

剪切表观黏度η0,极限剪切表观黏度η∞,时间量纲

下的参数K 和无量纲参数m。这些参数在描述液

化后砂土零有效应力状态下的流动特性时,具体表

现为:

1)无量纲参数m 不受初始相对密实度、前期固

结应力、同一荷载周期内加载方向以及循环荷载周

期的影响。

2)时间量纲下的参数K,单位为s,受初始相对

密实度、前期固结应力以及同一荷载周期内加载方

图4 不同固结应力下液化后砂土的剪应变率 表

观黏度关系及Gross方程拟合结果

Fig.4 Relationshipbetweenshearstrainrateandapparent

viscosityandFittingresults
 

向的影响,但与循环荷载周期无关。在试验结果中,

当处于“第一半周加载”时,参数K 随前期固结应力

单调递减,初始相对密实度越高,参数K 越小;当处

于“第二半周加载”时,参数K 随前期固结应力单调

递减,初始相对密实度越高,参数 K 越大。参数 K
的表达式可以写为

K =
f(σ3,Dr),T =0

f(σ3,Dr),T =1{ (17)

式中:σ3 为前期固结应力;Dr 为初始相对密实度;

T=0时,处于“第一半周加载”,T=1时,处于“第二

半周加载”。

3)零剪切表观黏度η0 和极限剪切表观黏度

η∞,单位为kPa·s,受初始相对密实度、前期固结应

力、同一荷载周期内加载方向以及循环荷载周期的

影响,在试验结果中,当处于“第一半周加载”时,η0
和η∞随循环荷载周期单调递增;η0 和η∞ 随固结应

力单调递增;η0 和η∞随相对密实度单调递增。当处

于“第二半周加载”,η0 和η∞随循环荷载周期的增加

在低固结应力时单调递增,在高固结应力时单调递

减(由于递减的幅度很小而且数据组数量有限,这里

考虑到试验精度以及物理性质的统一性,函数关系

依然采用递增关系);η0 和η∞随固结应力单调递增;
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η0 和η∞随相对密实度单调递增。η0 和η∞的表达式

可以写为

η0 =f(σ3,Dr,n)

η∞ =f(σ3,Dr,n){ (18)

式中:n为循环荷载周期数。

由于筛选出的试验组数量有限,式(17)和式

(18)具体的形式还有待更多的试验数据来进行拟合

推导。

4 结论

开展了液化后砂土零有效应力状态的流动本构

模型研究,得出以下主要结论:

1)液化后砂土在零有效应力状态时,表现为一

种固液混合流体,其流动特性可以归属于混合粘性

流体的研究范畴,这种混合流体结构导致其剪应变

率 表观黏度的流动曲线上出现了“零剪切表观黏

度”η0 和“极限剪切表观黏度”η∞。

2)对动扭剪试验结果的分析表明:液化后砂土

在零有效应力状态下,相对密实度较低时,即松砂相

对密实度越高,液化后砂土流动时表观黏度越大,相

对密实度较高时,则反映了紧砂的剪胀性;液化后砂

土流动过程中受到的阻力随着受剪循环周期的增加

而增加;前期固结应力越高,液化后砂土流动过程中

受到的阻力越大。

3)对动扭剪试验结果的拟合表明,Gross方程

可以较好且相对比较简洁地描述液化后砂土零有效

应力状态时的流动特性,其方程中的参数在加载过

程的“第一半周加载”和“第二半周加载”是相互独立

的,并且通过对拟合参数的分析,得到了时间量纲下

的参数K 以及零剪切表观黏度η0 和极限剪切表观

黏度η∞的函数关系。

动扭剪试验获得的有效数据数量有限,为获得

液化后砂土零有效应力状态的流动本构模型的具体

形式,还需要开展更多的室内试验进行验证和校正。
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