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形状记忆合金数值模型的不确定性分析
李金朋1a,陈城2,侯和涛1

(1.山东大学a.土建与水利学院;b.山东省绿色建筑智能建造工程技术研究中心;c.山东省工业技术研究院

工业化建筑智能建造协同创新中心,济南250061;2.旧金山州立大学 工程学院,旧金山94132)

摘 要:形状记忆合金(shapememoryalloy,简称为SMA)具有“超弹性”,即在受到应力而发生较

大变形并卸载后,可以恢复原始形状,并在这个过程中耗散能量,在建筑抗震和桥梁振动控制中具

有广阔的应用前景。SMA的模型参数通常由优化方法来确定,然后用于装有SMA装置的结构地

震时程响应分析中。利用Metropolis-Hasting算法(简称为MH算法)中的改进算法DRAM方法

(延迟拒绝及自适应采样),基于经过“预拉伸”和热处理的SMA棒材循环拉伸试验结果,对SMA
改进的Graesser&Cozzarelli模型参数进行采样,从SMA的本构模型参数和耗能能力两个方面分

析了SMA材料的不确定性。建立了各参数的后验分布,并得到了参数两两之间的相关性,结果可

用于概率模型的建立及基础模型数学形式的研究。研究表明,在累积概率密度为15%时,材料的能

量耗散能力相对误差高达20%;累积概率密度为85%时,相对误差为10%。
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Abstract:Shapememoryalloy(SMA)has"superelasticity",thatis,itcanrecoveroriginalshapeafter
deformationandunloadingduetostress,anddissipateenergyinthisprocess.Ithasbroadapplication
prospectinseismiccontrolofbuildingsandbridgevibration.ThemodelparametersofSMAareoften
determinedthroughoptimizationandtreatedasdeterministicfordynamicanalysisofstructureswithSMA
baseddevices.Inthisstudy,themodifiedMetropolis-Hastingalgorithm-DRAMalgorithm,whichisa
combinationofdelayrejectionandadaptivesampling,isutilizedtocharacterizetheuncertaintiesinmodified
Graesser&CozzarelliSMAmodelparameters.AseriesofSMAbarswiththesamegeometricsizeandheat
treatmentweretestedundercyclicloads.TheMarkovChainMonteCarlo(MCMC)methodisappliedto



analyzetheuncertaintiesofSMAintermsofmodelparametersandenergydissipationcapacity.The
analysisprovideinsightintotheunderlyingmathematicalformofamodel,suggestsimplificationsor
modificationsandbegintoindicatetherelativesignificanceofindividualparameters,basedonalimitedset
ofexperimentaldata.Besides,researchshowsthattheenergydissipationoftheSMAbarcouldhaveuptoa
relativeerrorof20%and10%correspondingtotheCDFof15%and85%.
Keywords:shape-memoryalloy;uncertaintyanalysis;MarkovChainMonteCarlo;probabilisticmodeling

  形状记忆合金(SMA)具备形状记忆,这使其在

经历较大幅度的变形后,可通过加热或者卸载恢复

原本形状[1]。奥氏体相下的SMA受到应力而发生

变形,并在卸载后恢复原始形状的行为称为“超弹

性”(或“伪弹性”)。SMA的化学成分以及生产中的

冶金处理过程对上述性质具有显著影响,而材料固

有的不确定性导致这两个因素不易被精确控制。

SMA的单轴应力 应变响应通常为典型的旗帜型滞

回曲线,并且具有良好的自定心能力、能量耗散能力

和循环可重复性[1-2]。这使其在结构抗震装置,如振

动控制装置[3]、多跨桥梁的限位装置[4]等领域得到

广泛应用,其数值模型也得到了深入的研究。现有

研究中,当进行基于SMA装置的地震响应模拟时,

SMA模型参数通常通过优化算法来确定[5-6]。然

而,数学模型的简化、不可避免的实验误差和诸多其

他因素均可能导致材料或者结构的数值模型产生不

确定性,进而导致模拟结果具有局限性并可能

失真[7]。
笔者提出对模型参数进行概率建模的方法,基

于SMA棒材的实验数据,采用改进的Graesser和

Cozzarelli模型与MCMC算法的组合来分析模型本

身固有的不确定性,将模型参数视为随机变量,采用

Metropolis-Hastings算法来生成样本参数集,揭示

了参数的概率特性和参数之间的潜在相关性,并从

模型参数的角度研究了SMA模型中固有的不确定

性及其对材料能量耗散能力预测值的影响。

1 SMA的数值模型与材性试验

1.1 改进的Graesser&Cozzarelli模型

基于Ozdemir的一维滞回模型[8],Graesser和

Cozzarelli提出了描述SMA的宏观应力 应变关系

的Graesser&Cozzarelli模型[9],其数学表达式为

σ
·
=Eε

·
- ε

· σ-β
Y  n

  (1)

β
·
=αEεin+fT εcerf(aε)u(-εε

·)    (2)

式中:σ为一维应力;β为一维背应力;ε为一维的应

变;E为材料的弹性模量;Y 为材料的屈服应力;参
数n控制SMA由弹性阶段向塑性阶段过渡时滞回

曲线的“尖锐”程度,取值范围设计为任意正奇数;参
数α控制塑性阶段滞回曲线斜率,由α=Ey/(E-
Ey)得到,其中Ey为屈服后的弹性模量;fT 是控制

滞回曲线类型和大小的参数,当fT=0时,模型代表

纯马氏体状态下的SMA,当fT>0时,模型可模拟

SMA的“超弹性”行为;a是控制卸载过程中材料弹

性恢复量的参数;c是控制卸载过程中应力平台段

斜率的参数;(·)表示对时间的一阶导数;u(x)和

erf(x)分别为单位阶跃函数和误差函数,数学表达

式为

u(x)=
+1 x⩾0
0 x<0 

erf(x)= 2
π∫

π

0
e-t2dt (3)

  但是,该模型无法模拟SMA由奥氏体相向马

氏体相转化完成后出现的“硬化”现象,即材料的弹

性模量突然增大,称为SMA的马氏体硬化特性。
为了 描 述 这 一 特 性,Qian等[10]提 出 了 改 进 的

Graesser&Cozzarelli模型,其数学表达式为

σ
·
=Eε

·
- ε

· σ-β
Y n-1σ-β

Y    (4)

β
·
=αEεin+fT εcerfaε  u -εε

·
    +

fM ε-εMfsgnε    m uεε
·

    u ε -εMf    (5)

  改进后,相较于式(1),式(4)中参数n的取值范

围变为任意正实数,更方便该参数的不确定性分析。
另外,新引入的fM 和m 为控制马氏体硬化阶段曲

线的参数;εMf为SMA转化为全马氏体时的应变;

sgn(x)为符号函数,数学表达式为

sgn(x)=
+1 x>0
0 x=0
-1 x<0







 (6)

  相较于式(2),式(5)添加了描述马氏体硬化的
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表达式。在SMA进入马氏体硬化阶段前,这部分

值为0,此时式(5)与式(2)完全相同。

1.2 SMA棒材的循环拉伸试验

采用粒子群优化(PSO)方法[11]得到使模型具

备良好拟合效果的参数值作为初始参数组,通过试

验得到一组SMA棒材的循环拉伸测试的实测数

据,采用PSO方法得到模型的确定性参数值。试验

试件的原材料为直径12mm的镍 钛SMA棒材,其
化学成分如表1所示。棒材加工成“狗骨”形状的试

样,削弱部分直径6mm,便于循环拉伸测试,如图1
(a)所示。热处理的温度为400℃,持续时间为15
min。退火后,观察到试样的颜色从银色变为金色,
如图1(b)、(c)所示。试件的加载方式如图1(d)所
示。在热处理之前,先对试件进行峰值应变为7%
的准静态拉伸并卸载处理,使材料内部晶体结构重

新排列,有助于其性能的发挥[12];处理结束后,试件

产生了3.8%的残余应变。

表1 SMA试件原材料的化学成分

Table1 ChemicalcompositionofthetestingSMAbar

化学

成分

含量下

限/%

含量上

限/%

Ti 43.96 44.75

Ni 55.21 56.01

C 00.00 0.009

杂质

成分

含量下

限/%

含量上

限/%

N 0.000 0.003

H 0.000 0.006

O 0.024 0.027

图1 SMA循环拉伸试验

Fig.1 CyclictestsofSMAbar
 

将热处理后的试件进行循环拉伸试验,其加载

制度如图2(a)所示。图2(b)为循环拉伸试验得到

的滞回曲线,其数据用于后续的不确定性分析。在

进行不确定性分析之前,基于峰值应变为0.08的两

条滞回曲线,采用PSO方法得到使模型具备良好拟

合效果的参数值作为初始参数组,有助于提高马尔

可夫链蒙特卡洛(MCMC)模拟时马尔可夫链的收敛

速度。由PSO方法得到的初始参数具体数值如表2
所示。从图2(b)可以看到,PSO优化方法得到的参

数虽然使得模型具有良好的拟合效果,但模拟结果

与试验数据仍旧存在偏差,因此,有必要研究模型中

存在的固有不确定性。

图2 加载制度和试验及优化模型模拟结果示意图

Fig.2 Loadingprotocolandcomparisonbetween

experimentresultsandPSOmethods
 

表2 基于循环拉伸试验数据的PSO优化参数值

Table2 Modelparametervaluesfromcyclictestsof

SMAbarsusingPSOmethod

E/MPa Y/MPa a c fT

34641.69 662.83 57.73 0.0036 1.233

α fM εMf m n

0.023 23609.67 0.0177 3.649 1.216

2 MCMC不确定性分析

2.1 MCMC方法

马尔可夫链蒙特卡洛(MCMC)是一种通过建立

一条按照提议分布π(x)平滑分布的马尔科夫链来

获取所需样本点的方法。MCMC方法通过沿着马
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尔可夫链计算1/n∑
n

i=1
f(Xi)的值,当该值趋于稳定

后,将该值作为给定函数f相对于分布π(x)的期望

Eπf的估计(此时认为马尔可夫链收敛),进而得到

平滑服从所给提议分布的马尔可夫链的样本点。其

中,1/n∑
n

i=1
f(Xi)称为 MCMC算子。通常,MCMC

采样是渐进无偏且服从正态分布的[13]。

2.1.1 DRAM方法 采用 MCMC方法中两个重

要方法的结合,即延迟拒绝法(DR法,Delaying
Rejection)和 自 适 应 采 样 (AM 法,Adaptive
MetropolisSamplers),简称为 DRAM 方法[13-14]。

DR法 通 过 适 当 调 整 标 准 Metropolis-Hastings
(MH)算法中马尔可夫链每一步中的提议分布来提

高MCMC算子的效率。AM法则是基于马尔可夫

链的历史来调整提议分布。当提议分布的方差非常

小时,标准MH算法倾向于以小步长“遍历”目标分

布,而无法有效地探索状态空间,且样本点分布偏移

样本空间中心,产生偏差。Haario等[14]的研究证明

了AM方法能够解决“探索范围未覆盖整个样本空

间”的问题,DR方法能够解决“样本集中位置偏移

样本空间中心”的问题,而DR和 AM 的组合,即

DRAM方法可以同时解决这两个问题。

2.1.2 似然函数 似然函数定义为给定的一组参

数值下,模型模拟结果与实验数据一致的概率,也可

以将其视为模型预测和实验测量之间的误差概率。

ss函数是似然函数的一部分,用于描述归一化后的

误差[15]。似然函数及ss函数公式为

Lj =exp-0.5× ssj-ssj-1

σ2    (7)

ssj =
∑
n

i=1
fjti  -F* ti    2

∑
n

i=1
F* ti    2

(8)

式中:Lj 为第j步的似然函数值;ssj 为第j步的归

一化误差值;n为实验数据的数据点个数;σ2 为设定

的容许误差,用以限制ss的大小;F* ti  为在时间

点ti 的实验测量结果;fjti  为第j步时在时间点ti

的模型输出结果。

DRAM模拟方法的具体流程如图3所示,采用

MATLAB编程并模拟。模拟次数(Nsimu)设置为

2×106次,为了研究合理范围内的不确定性,容许误

差σ2设为0.022。

图3 DRAM模拟方法的流程示意图

Fig.3 Flowchartofsimulationprocess
 

2.1.3 参数的先验概率 在模拟开始之前,首先要

建立参数的先验概率,包括参数的范围及其在该范

围内的分布。研究表明,先验分布并不是MCMC模

拟得到参数所收敛的后验分布的决定性因素,而是

影响收敛速度的关键因素[16]。因此,模拟中仅根据

数学或物理要求对参数的范围进行合理规定,不指

定其分布方式。参数的先验概率设置如表3所示。

表3 参数的先验概率设置

Table3 Priorofmodelparameters

参数 初始值 下限值 上限值 先验均值 先验方差

E/MPa34641.69 1.5×104 5.0×104

Y/MPa 662.83 400 1200

a 57.73 0 500

c 0.0036 0 0.04

fT 1.233 0 5

α 0.023 0 0.1

fM 23609.67 0 1.0×105

εMf 0.0177 0 0.1

m 3.649 0 100

n 1.216 0 4

NaN Inf

注:NaN为MATLAB中“非数值”的IEEE算术表示;

Inf为MATLAB中“正无穷”的IEEE算术表示。

2.2 MCMC分析结果

2.2.1 模型参数 基于峰值应变为8%的加载循

环试验数据得到的参数不确定性分析结果如表4、
图4所示。表4列出了10个参数的概率特性,包括

均值、方差和偏度。图4为所有参数的频率分布直

方图,图4中大多数参数的频率分布呈现出单峰结

构,表明对参数采样的马尔可夫链收敛服从该参数
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表4 参数分布的均值、标准差和偏度

Table4 Momentsofmodelparameters

参数 均值 标准差 偏度

E/MPa 3.570×104 6229.6407 -0.2911

Y/MPa 611.118 50.0724 -0.2359

a 277.056 128.0877 -0.4972

c 0.163 0.0688 -0.5401

fT 1.348 0.8827 -1.2084

α 0.047 0.0246 -0.5332

fM 5.414×104 2.8034×104 -0.0932

εMf 0.019 0.0126 -0.6958

m 4.110 0.4962 -0.5684

n 2.197 0.8330 -0.4924

图4 参数频率分布直方图

Fig.4 Histogramofmodelparameters
 

的后验概率分布。图4显示,除了参数E、参数Y和

参数εMf外,其余参数后验分布的均值均大于PSO
优化方法得到的初始参数值。这意味着PSO的优

化结果是否最优有待商榷,原因可能在于其算法中

粒子游走出现某一方向的偏差而错失最优路径。此

外,绝大部分参数的分布峰值位置与初始值基本吻

合,表明优化方法得到的参数值通常具有普遍性;然
而,参数c的分布中,峰值出现的位置距离初始值有

较大偏差,表明PSO优化方案应用在SMA模型中

可能具有片面性以及偏差性,即优化方法提供的参

数值可能并不是该参数最普遍采用的值。这表明

SMA具有本身固有的不确定性,利用 MCMC方法

研究SMA不确定性是必要的。
图5显示了参数α、εMf、m 和fM 之间的成对相

关性。两个参数的相关性越强,则对应椭圆的离心

率越大;椭圆长轴方向为左下至右上时表示参数之

间存在正相关关系,反之呈负相关关系。由图5可

见,参数m和α、a和c、m 和fM 两两之间存在较强

正相关性;fT 和α之间存在较强负相关性;fT 和a、

c和fM 等之间不存在线性相关性或相关性较弱。
参数之间的相关性可以为数学模型的研究提供

参考。

图5 参数相关性示意图

Fig.5 Correlationbetweenthesimulatedparameters
 

2.2.2 能量耗散 为了更好地说明不确定性研究

的必要性,研究通过模型参数的概率分布建立材料

耗能能力的概率特征,其概率密度示意图如图6(a)
所示。与实验数据得到的结果相比,在累积概率密

度为15%时,材料的能量耗散能力相对误差高达

20%;累积概率密度为85%时,相对误差为10%。
图6(b)显示了对应能量耗散的累积概率密度值分

别为0.15、0.5、0.64和0.85时模型的拟合效果。
结果显示,此时模型具有非常好的拟合效果,但没有

PSO优化结果好。这表明更新模型参数不会消除

或补偿模型模拟的偏差,但会将偏差控制在可接受

的范围内。
能量耗散通常通过等效粘性阻尼(EVD)ξeq来

衡量,ξeq是一个与尺寸无关的指数,表示为
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图6 基于能量耗散能力预测的不确定性分析结果示意图

Fig.6 Theresultsbasedontheenergydissipationanalysis
 

ξeq= WD

2πWE
(7)

式中:WD 为每个加载周期SMA的能量耗散值;WE

为相应线性系统的应变能。EVD在很大程度上取

决于滞回环的形状,较大的滞回环会得到较大的

EVD值,滞回曲线越饱满,EVD值越大。由图7可

知,随着峰值应变的增加,EVD略微增加,当峰值应

变达到8%时,EVD略有下降。这表明当加载峰值

应变达到近6%时,材料达到其最佳能量耗散能力。
这一结论对基于SMA的地震控制装置的设计具有

借鉴意义。

图7 基于不同应变峰值的EVD不确定性分析结果示意图

Fig.7 UncertaintyanalysisofEVDfordifferentpeak-strain
 

3 结论

1)基于形状记忆合金棒材循环拉伸试验数据的

DRAM算法采样得到的马尔可夫链体现出模型参

数的概率特性。样本的分布特征(均值、方差等)体
现出优化方法可能存在偏差,部分参数之间存在线

性相关性,在进行数值模型研究时应予以重视。

2)数值模型的不确定性也体现在模型的耗能预

测上,在累积概率密度为15%时,材料的能量耗散

能力相对误差高达20%;累积概率密度为85%时,
相对误差为10%。加载应变峰值对材料的耗能性

能有明显影响,等效粘滞阻尼分布显示,加载峰值应

变为6%时,材料耗能性能较其他对比组更好。
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