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摘 要:岩土工程不确定性问题是近年研究的热点之一,以边坡可靠性分析为出发点,通过介绍无

味变换原理,给出基于无味变换的边坡可靠性分析方法及实施步骤,借助已有研究中的均质边坡和

分层边坡算例,探讨了基于无味变换的边坡可靠性分析方法的合理性和适用性,结果表明:基于无

味变换原理开展边坡可靠性分析可不依赖于变量的分布类型,应用方便且计算效率高;在分析可靠

性较高的边坡时,由于失效概率量值较小,引起的相对误差较大,应谨慎选择,但对于工程上更为关

注的可靠性较低(较高失效概率,Pf>7%)的边坡,与蒙特卡洛方法相比,基于无味变换方法的计算

结果相对误差约在5%以内,且变量相关系数的变化引起的误差波动较小,适用性较好。
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Abstract:Theuncertaintyproblemofgeotechnicalengineeringisoneoftheresearchhotspotsinrecent
years.Theslopereliabilityanalysisisafoundation.Accordingtotheprincipleofunscentedtransformation,
theanalysismethodsandimplementationstepsofslopereliabilityaregiven.Basedontheexistingexamples
ofthehomogeneousslopeandthelayeredslope,therationalityandapplicabilityofslopereliabilityanalysis
methodbasedonunscentedtransformationarediscussed.Theresultsshowthatthereliabilityanalysisof
slopebasedontheunscentedtransformationdoesnotdependonthedistributiontypesofvariables,andthis
methodisconvenientinapplicationandefficientincalculation.Whentheslopewithhigherreliabilityis
analyzed,alargerelativeerroriscausedbecausethevalueoffailureprobabilityissmall.Therefore,the
methodshouldbechosencarefully.Butfortheslopewithlowerreliability(higherfailureprobability,
Pf>7%)ismoreconcernedintheengineering,themethodofslopereliabilityanalysishasbetter
applicabilitythantheMonteCarlomethod.Meanwhile,therelativeerrorofthismethodisapproximately
within5%andtheerrorfluctuationcausedbythechangeofvariablecorrelationcoefficientissmall.
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  由于边坡工程岩土体力学参数及破坏模式的随

机性和复杂性,可靠性分析逐渐成为了边坡稳定评

价及工程设计的另一主要途径和参考依据[1-2]。
目前,在边坡可靠性分析方面的研究大致可以

分为两类[3]。一类是边坡单一破坏模式的单元可靠

性分析,如:祝玉学等[4]研究了岩质边坡双滑面破坏

模式的可靠性计算方法;Low[5]提出了基于Excel
的可靠指标计算新算法,并将结果用于岩质边坡单

滑面破坏的可靠度分析,采用Beta分布描述黏聚力

和摩擦角的分布,采用截尾指数分布描述张裂缝中

充水深度系数的分布。第二类是多滑面或多个失效

模式的边坡体系可靠性分析,如郑智洋等[6]利用双

折减系数法对多滑面边坡稳定性进行分析和研究;
谭晓慧等[7]采用Ditle-vsen窄界限公式估算了岩质

边坡各失稳模式组成的串联体系的可靠指标;

Jimenez-Rodriguez等[8]提出了采用不相交的割集

来分析楔体多失效模式的体系可靠度问题,并采用

顺序条件重要抽样方法计算体系可靠指标。
与此同时,在传统的一阶可靠度分析方法

(first-orderreliability,FORM)、蒙特卡洛法(Monte
Carlomethod,MCSmethod)、响应面法(response
surfacemethodology,RSM)的基础上,新的边坡可

靠性分析方法也不断得到了丰富和发展,如随机有

限元法[9]、重要抽样法[10]、copula积分法[2,11],分别

在变量相关性描述、高效抽样、功能函数逼近方面做

了有益的探索。上述方法中,蒙特卡洛法作为计算

失效概率最直接的方法,其计算精度高,已被广泛应

用,但当需要大量抽样时,蒙特卡洛法的计算效率较

低,特别是对于复杂系统的多维相关变量及非线性

问题的求解;此外,工程中比较常用的中心点、验算

点等一阶可靠度分析方法通常需要将相关非正态变

量进行独立化和标准化[12],增加了计算的近似程度

与复杂程度。
因此,有必要进一步探究具有更大灵活性、更高

计算效率和更强非线性处理能力的边坡可靠性分析

方法。无味变换[13-16]是利用变量的均值和协方差来

近似其非线性转换后变量统计特性的方法,相对于

蒙特卡洛及一阶可靠度分析方法等,具有计算效率

高、精度高(均值、协方差传播精度均可达到二阶以

上)、不依赖于分布类型以及应用方便(无需求解非

线性方程的Jacobi矩阵[14],甚至无需知道非线性方

程的显式方程)等优点,能够较好地处理高维抽样及

非线性传递问题,已在自动控制、导航制导、人工智

能等领域得到成功的应用[13]。笔者将无味变换引

入到边坡可靠性分析之中,给出了基于无味变换的

边坡可靠性分析方法,开展了算例边坡的可靠度指

标和失效概率计算,并通过不同方法结果的对比分

析,阐述所提出方法的合理性和适用性。

1 基于无味变换的边坡可靠性分析

方法

1.1 无味变换原理介绍

传统线性化方法的基本思路是对非线性映射做

某种线性近似,然后再运用各种线性近似的方法进

行分析,相比较于传统的线性化方法,用有限的参数

来近似随机变量的概率特性要比近似任意的非线性

映射函数更为容易,而且用更少的计算量可以达到

更高的精度。基于此,Savin等[15]、Julier等[16]提出

了无味变换(unscentedtransformation,UT),其核

心在于借助有限个特征点的信息来近似表达n维随

机变量的整体信息(概率密度函数)。
假设有随机变量x的均值矩阵为mx,协方差矩

阵为Vx,随机变量y是关于x的函数,通过式(1)所
示方式进行映射。

y=f[x] (1)
式中:f为非线性映射。基于此可计算出y的均值

矩阵my 和协方差矩阵Vy。
依据无味变换原理[15-16],对于n维随机变量x,

可用2n+1个σ点来近似其概率密度函数信息,在n
维空间中的σ点Xi(i=1,2,…2n)的定义为

X0=mx (2)

Xi =mx+γ(Vx)i,i=1,2,...,n, (3)

Xi =mx-γ(Vx)i-n,i=n+1,...,2n (4)

γ= n+λ (5)
式(3)和式(4)中协方差矩阵Vx需要进行平方根分

解;式(5)中λ为尺度参数,其计算方式为

λ=α2·(n+k)-n (6)
式中:α是小于1的正数,表示由于阶数的变化而对

σ点集的收集造成的影响,依据文献[16],为将阶数

的影响降至最低,取α=10-3;常数k的确定方式为
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k=
3-n,n≤3
0,n>3 (7)

式中:n为随机变量个数。
基于计算得到的σ点,通过式(1)的非线性映射

可对上述σ点进行非线性转换。

Yi =f[Xi] (8)

  然后利用非线性转换后σ点的权值来计算出随

机变量y的均值my 和协方差矩阵Vy。

my =∑
2n

i=0
Wi(m)·yi (9)

Vy =∑
2n

i=0
Wi(c)·(yi-my)·(yi-my)T(10)

式中:Wi 为第个i点的权值;Wi(m)为用来计算均值

的权值;Wi(c)为用来计算协方差矩阵的权值,其计算

式为

W(m)
0 =λ/(n+λ) (11)

W(c)
0 =λ/(n+λ)+(1-α2+η) (12)

Wi(m)=Wi(c)=1/2·(n+λ)  ,i=1,2,...,2n
(13)

式中:当服从高斯分布时,η可以取2[15];式(3)~式

(13)为变尺度无味变换的计算方法;当α=1、η=0
时,对应为标准无味变换方法。

1.2 基于无味变换的边坡可靠性分析步骤

无味变换计算效率高,运用方便[13],能够用有

限的数据点信息近似整体概率分布信息,且不依赖

于变量的分布类型,可用于边坡工程的可靠性分析。
此时,通过确定抗剪强度参数黏聚力c和摩擦角φ
等随机变量的均值、方差,并借助FS=f(c,φ,…)映
射关系(即功能函数),便可得出安全系数FS的均值

方差,进而计算边坡的可靠度指标β及失效概率Pf。
图1给出了基于无味变换的边坡可靠性分析方法的

技术路线,其主要实施步骤:1)分析选定对边坡可靠

性更为敏感的参数作为随机变量,如通常将边坡土

体的黏聚力c和摩擦角φ作为随机变量[11];2)根据

参数黏聚力c和摩擦角φ 的均值、方差及相关系数

ρcφ,计算得到随机变量的均值矩阵和协方差矩阵;3)
利用Step2得到的协方差矩阵进行平方根分解,并
结合均值矩阵和引入的尺度参数,计算得到2n+1
个σ点,见式(2)~式(7);4)建立目标边坡计算模

型,同时,将Step3得到的2n+1个σ点代入模型,
并开展二维极限平衡计算,通过搜索最危险的滑面,

图1 基于无味变换的边坡可靠度分析方法

Fig.1 Slopereliabilityanalysismethodbasedon

unscentedtransformation
 

得到2n+1个安全系数FS 的值,见式(8);5)利用权

值的定义和λ、η等参数,分别得出2n+1个FS的均

值和协方差的权值,见式(11)~式(13);6)根据

Step4得到的2n+1个FS 值,并结合Step5计算得

到的权值,分别借助式(9)、式(10)计算得到FS的均

值和方差;7)借助可靠度指标的定义(均值与标准差

的比)直接计算边坡可靠度指标β值,同时,可借助

失效概率与可靠度指标的关系进一步计算相应的失

效概率。

2 算例分析

2.1 均质边坡算例

算例1为软土层上的均质边坡[17],典型剖面见

图2,图中各层土体的参数见表1,且分布类型为正

态分布[17-18]。借助Slide软件,采用简化的Bishop
法进行极限平衡计算,得出坡体参数采用均值时的

安全系数为1.165,安全系数与最危险滑面的位置

均与Cho[18]计算(FS=1.164)非常接近。

图2 均质边坡计算剖面

Fig.2 Calculationsectionofhomogeneousslope
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表1 算例1边坡土体参数统计特性

Table1 Statisticalcharacteristicsofsoilparametersof

slopeinexample1

边坡

土层

容重/

(kN·m-3)

黏聚力/kPa

均值 方差

摩擦角/(°)

均值 方差

1 20 10 04 12 9.00

2 18 40 64 01 0.04

在不考虑边坡土体黏聚力c和摩擦角φ的相关

性时,根据表1土体参数黏聚力c和摩擦角φ 的均

值和方差,计算得到个9个σ点,并利用Slide开展

二维极限平衡计算,从而得到9组安全系数,如表2
所示,进而通过无味变换的边坡可靠度分析法得到

算例1中边坡的失效概率为19.66%,与相应蒙特

卡洛法(MCS)和一阶可靠度分析(FORM)验算点法

得到的失效概率计算结果基本一致,相对误差在

6%以内,如表3所示。

表2 算例1的σ点和安全系数

Table2 σpointandsafetyfactorsinexample1

序号 σ点 安全系数FS

1 10.0 12.0 40 1.00 1.165(均值点)

2 10.4 12.0 40 1.00 1.186

3 10.0 12.6 40 1.00 1.198

4 10.0 12.0 41.6 1.00 1.165

5 10.0 12.0 40 1.04 1.165

6 09.6 12.0 40 1.00 1.144

7 10.0 11.4 40 1.00 1.132

8 10.0 12.0 38.4 1.00 1.165

9 10.0 12.0 40 0.96 1.165

表3 坡体c和φ独立时失效概率结果对比

Table3 Comparisonoffailureprobabilityresultswhenc

andφoftheslopeareindependent

分析方法 失效概率Pf/% 相对误差δ/%

FORM 20.6[18] 4.56

MCS 20.9[19] 5.93

无味变换 19.66(本文)

  在考虑边坡土体抗剪强度参数间相关性时,表

4为给出不同c和φ的相关系数ρcφ条件下分别采用

无味变换法及蒙特卡洛(MCS)模拟得到的边坡失效

概率。由于边坡主要的破坏模式(最危险滑面)均出

现在土层1,土层2参数对于边坡稳定性及可靠度

结果几乎没有影响,计算中土层2中c和φ 的相关

系数与土层1保持一致。综合表3和表4可知,在

ρcφ由负到正的过程中,边坡失效概率明显增大,土体

黏聚力c和摩擦角φ的相关性对坡体可靠性分析结

果影响显著,这与一般结论相吻合[11,20]。

表4 考虑不同相关系数的失效概率

Table4 Failureprobabilityconsideringdifferent

correlationcoefficients

ρcφ
无味变换

Pf/% R

MCS(50000次抽样)

Pf/% R

-0.9 02.61 1.12 02.33 1

-0.6 10.29 1.10 09.32 1

-0.4 14.34 1.10 13.05 1

-0.2 17.15 1.09 15.73 1

-0.2 21.67 1.08 20.08 1

-0.4 23.29 1.08 21.65 1

-0.6 24.59 1.06 23.13 1

-0.9 26.38 1.05 24.91 1

此外,表4还给出了以MCS的失效概率为基准

值的当量比值R,其结果介于1.05~1.12之间,且
随着c和φ 的负相关性逐渐增强(ρcφ逐渐减小),R
值逐渐增大,即无味变换法的相对误差δ(δ=|R-
1|×100%)不断增大,而当c和φ 呈现正相关关系

时,R≤1.08,即相对误差均在8%以内。进一步分

析可知,造成上述误差变化的主要原因在于失效概

率量值的差异性,失效概率量值较大时,两种方法结

果的差异性越不显著,反之,引起的相对误差较大。
可见,本例中,在较低失效概率(Pf<15%)时,可靠

性分析结果对计算方法的选择比较敏感。

2.2 分层边坡算例

算例2为一个分层边坡,计算剖面见图3,边坡

土层参数见表5,不确定参数服从正态分布[21]。采

用抗剪强度参数均值,应用简化的Bishop法得出相

应的坡体安全系数为1.509。
表5 算例2土体层数统计特征

Table5 Statisticalcharacteristicsofsoil

layersinexample2

边坡

土层

容重/

(kN·m-3)

黏聚力/kPa

均值 标准差

摩擦角/(°)

均值 标准差

1 18 38.31 7.662 19.2 0.035

2 18 23.94 4.778 11.8 0.021
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图3 分层边坡剖面

Fig.3 Layeredslopeprofile
 

  本例中,两层土坡共涉及抗剪强度参数黏聚力c
和摩擦角φ等4个变量,依据表6中相关系数及各

变量的均值和方差获取相应的均值矩阵及协方差矩

阵,进而确定出9个σ点,得出基于无味变换的边坡

可靠度指标β,见表6。

为分析两种方法结果的差异性,表6中还给出

了以文献[21]中 MCS得出的可靠度指标为基准值

的当量比值R,同时,图4给出了无味变换与蒙特卡

洛法[21](MCS)计算结果的对比。分析发现,ρcφ越

小,(负相关性越显著)R值越大,β>3时,相对误差

整体超过了10%,但进一步结合图4和表5分析发

现,本例中坡体安全系数达到1.509,整体可靠度指

标较大,特别是当ρcφ越小时,β越大,相应Pf更低,

与算例1所述相同,说明较低失效概率易增加不同

计算结果的差异性。

表6 考虑不同相关系数的可靠度指标

Table6 Reliabilityindexconsideringdifferent

correlationcoefficients

ρcφ
(土层1、2)

无味变换

β R

MCS[20]

β R

-1.0 7.357 1.16 6.357 1

-0.8 5.676 1.16 4.902 1

-0.6 5.017 1.20 4.177 1

-0.4 4.485 1.19 3.778 1

-0.2 4.108 1.16 3.543 1

-0.0 3.733 1.12 3.319 1

-0.2 3.498 1.05 3.322 1

-0.4 3.428 1.13 3.035 1

-0.6 3.161 1.12 2.823 1

-0.8 2.894 1.03 2.818 1

-1.0 2.826 1.03 2.742 1

为进一步验证上述结论,通过不同程度地降低

坡体土层c和φ的均值,即减小坡体安全系数,增大

图4 无味变换及MCS的可靠度指标对比

Fig.4 Comparisonofreliabilityindexesbetweenunscented

transformationandMCS
 

相应失效概率,得出了不同安全系数下无味变换法

和MCS法的可靠度指标,见表7和图5。由表7和

图5可见,边坡安全系数越小、可靠度越低时,相关

系数的变化引起的误差波动越小,在β<1.5,即
Pf>7%时,相对于MCS法,基于无味变化方法得出

的误差均在5%以内,两种方法的计算结果差异性

较小。

图5 不同安全系数下两种方法的可靠度指标对比

Fig.5 Comparisonofreliabilityindexesoftwomethods
underdifferentsafetyfactors

 

可见,相对于稳定性较好的边坡,基于无味变换

的边坡可靠性分析方法能更好地应用于较低可靠度

β<1.5(较高失效概率,Pf>7%)的坡体分析中,而
该类边坡往往是工程中更为关注的对象,进而体现

了所提出的基于无味变换的边坡可靠性分析方法的

适用性。

3 计算效率分析

为了更好地说明基于无味变换的边坡可靠性分

析方法的计算效率,从花费的计算时间角度分别对

算例1和算例2进行了分析。基于无味变换的边坡

可靠性分析的计算时间由3部分组成:利用Matlab
计算得到σ点的用时,利用σ点开展二维极限平衡

计算,得到安全系数和利用无味变换法进行失效概

率计算的用时。对于算例1和2,表8给出了以上各

部分计算用时及总时间情况。
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表7 不同安全系数及不同相关系数下的可靠度指标

Table7 Reliabilityindexunderdifferentsafetyfactorsanddifferentcorrelationcoefficients

ρcφ
(土层1、2)

β/R(无味变换)

Fs=1.43 Fs=1.32 Fs=1.20 Fs=1.10

β/R(MCS(50000次抽样))

FS=1.43 FS=1.32 FS=1.20 FS=1.10

-0.6 3.154/1.06 2.436/1.06 1.437/1.04 0.745/1.04 2.987/1 2.304/1 1.381/1 0.719/1

-0.4 2.910/1.05 2.214/1.05 1.344/1.05 0.694/1.04 2.803/1 2.109/1 1.274/1 0.664/1

-0.2 2.722/1.05 2.061/1.06 1.257/1.05 0.643/1.03 2.599/1 1.978/1 1.191/1 0.627/1

-0.0 2.580/1.05 1.917/1.05 1.174/1.05 0.615/1.03 2.457/1 1.836/1 1.120/1 0.598/1

-0.2 2.435/1.04 1.830/1.04 1.124/1.04 0.580/1.02 2.335/1 1.764/1 1.080/1 0.569/1

-0.4 2.330/1.04 1.755/1.06 1.072/1.03 0.559/1.02 2.238/1 1.656/1 1.042/1 0.547/1

-0.6 2.236/1.03 1.677/1.05 1.037/1.03 0.531/1.01 2.166/1 1.590/1 0.998/1 0.527/1

表8 利用无味变换进行边坡可靠性分析的时间

Table8 Timeforslopereliabilityanalysisfrom
unscentedtransformation

算例
σ点计算

时间/s

极限平衡

计算时间/s

可靠度指标

计算时间/s

总时

间/s

1 0.16 22.50 0.33 22.99

2 0.21 29.70 0.38 30.29

同样,仍以蒙特卡洛法作为对比对象,由于该方

法计算时间与计算精度均与抽样次数有关,一般需

要进行20000次以上的模拟才会收敛[22],同时,抽
样次数越多,计算精度越高,但耗时更长。故分别选

取20000次(所需最少计算次数)和500000次的蒙

特卡洛模拟与无味变换方法进行计算时间对比,两
种方法均考虑变量相互独立的情况,且均在配置内

存为8GB、处理器为Intel(R)Corei7、CPU主频为

2.00GHz的计算机上进行,计算用时结果如表9所

示。显然,两个算例中,相对于蒙特卡洛模拟,无味

变换方法用时更少,效率更高,对于最少计算次数

(20000次抽样)和较高精度(500000次抽样)的蒙

特卡洛模拟,算例1(均质边坡)中,无味变换法用时

分别减少了17.9%和58.95%,而对于非均质边坡

(算例2),无味变换法用时分别减少了8.21%
和55.46%。

表9 无味变换和蒙特卡罗计算时间及次数对比

Table9 ComparisonofcalculationtimeandfrequencybetweenunscentedtransformationandMonteCarlo

算例
无味变换方法

计算次数 计算时间/s

MCS(20000次抽样)

计算次数 计算时间/s

MCS(500000次抽样)

计算次数 计算时间/s

1 11 22.99 20000 28 500000 56

2 11 30.29 20000 33 500000 68

4 结论

1)基于无味变换的边坡可靠性分析方法应用方

便,不依赖于变量的分布类型,能够显著提高计算效

率,对于有n 个主控随机变量的功能函数,只需

2n+1次计算。

2)算例结果显示,在低失效概率时(Pf≤7%),
基于无味变换方法的计算结果误差达到5%以上,
可靠性分析结果对计算方法的选择较为敏感,直接

采用基于无味变换的方法会引起对可靠性结果过高

的估计;但对于工程中关注更多的较高失效概率

(Pf>7%)的边坡,基于无味变换方法计算结果相对

误差在5%以内,且相关系数的变化引起的误差波

动较小,适用性好。

3)借助无味变换原理丰富了边坡可靠性分析方

法,但针对低失效概率条件下计算误差较大的内在

机理以及如何实现较高计算精度的问题,还需从推

求具有更佳逼近效果的σ点入手展开进一步的探

索,期待提出的基于无味变换的边坡可靠性分析方

法有更多的关注与发展。
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