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基于新型流形法的三维应力强度因子求解
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摘 要:为保证在裂纹尖端具有最佳的逼近,裂纹尖端的解析解与其周边数值解联合应用的新型流

形法可用来求解应力强度因子,但仅限于平面问题的Ⅰ型和Ⅱ型裂纹。沿用解析解与数值解联合

应用的思路,以三维穿透直裂纹为研究对象,在裂纹尖端引入 Williams解析解级数,应用解析覆盖

与周边数值覆盖联合求解三维应力强度因子,相对于其他数值方法而言,计算精度高。推导相应的

刚度矩阵和应变矩阵的表达式,通过典型算例验证了三维应力强度因子精确求解方法的有效性。
关键词:三维应力强度因子;数值流形方法;裂纹尖端Williams解析级数;解析覆盖;数值覆盖
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Abstract:Thispaperproposesanewmanifoldmethodcombinedwiththeanalyticalsolutionsofthecrack
tipanditssurroundingnumericalsolutionsisusedtosolvethestressintensityfactortoensurethebest
approximationatthecracktip.ButthismethodislimitedtotypeIandtypeIIcracksintheplaneproblem.
Thismethodfollowstheideaofcombinedapplicationofanalyticalandnumericalsolutions.Takingthe
three-dimensionalpenetratingstraightcrackastheresearchobject,theWilliamsanalyticalsolutionseriesis
introducedatthecracktip,andtheanalyticalcoversandthesurroundingnumericalcoversarecombinedto
solvethe3Dstressintensityfactor.Comparedwithothernumericalmethods,thismethodhashigher
computationalprecision.Meanwhile,thecorrespondingformulasofthestiffnessmatrixandthestrain
matrixhavebeendeduced,andtypicalnumericalexamplesshowsthevalidityofthemethodinsolvingthe
exactsolutionofthe3Dstressintensityfactor.
Keywords:3Dstressintensityfactor;numericalmanifoldmethod;Williamsseriesforcracktip;analytical
covers;numericalcovers

  应力强度因子准则[1]是目前最常用的结构裂缝

扩展准则之一,基于线弹性断裂力学的应力强度因

子(StressIntensityFactor,简称SIF)是用来表征裂

纹尖端附近应力场和应变场强度,是控制裂纹尖端

应力场和应变场强度的关键参数,在裂纹扩展分析

中有着极其重要的地位。由于应力强度因子取决于



外力的大小和分布、结构的几何条件以及裂缝的形

状和位置,实际上只有少数问题存在解析解,对于复

杂几何形状和加载条件的问题,只能通过数值方法

来计算。目前裂缝扩展分析的主流数值计算方法有

有限元法、扩展有限元法、数值流形法等。
有限元法[2-4]是目前分析裂缝等不连续问题的

主要方法,为体现裂纹尖端(下简称裂尖)周围的应

力集中和奇异性,往往需要在裂尖附近的复杂应力

区布置高密度的单元网格,导致单元数目非常庞大;
另外,在模拟裂缝扩展过程时,需不断重构网格,因
此,有限元法对网格的要求和依赖性极大地影响了

计算效率。扩展有限元法[5-7]通过在单元插值函数

中引入能够反映裂缝面特性的不连续阶跃函数及反

映裂尖局部特性的裂尖渐进位移场函数,裂缝可以

穿过单元内部,裂缝扩展以后无需重新划分单元网

格,采用同一网格就可以分析任意位置的裂缝问题,
克服了常规有限元进行裂缝扩展分析的缺点,极大

地简化了前处理工作。数值流形方法[8-11]引入不连

续覆盖模拟裂缝,裂缝可以在网格内部穿过,巧妙地

解决了常规有限元法裂缝面必须与单元边一致、裂
缝扩展后需要重新划分网格的问题。相对于扩展有

限元法设立不连续阶跃函数的方式而言,这种方式

效果更好,在裂缝非常靠近单元边界时不会产生后

者容易出现的数值误差。但无论是常规有限元法在

裂尖布置细密网格的方式,还是扩展有限元法引入

裂尖渐近位移场的方式,其主要目的都是为了提高

裂尖附近的求解精度,从而提高应力强度因子的计

算精度,这些方法都有改进的余地。即使是目前认

为最适合于裂缝扩展分析的扩展有限元法,由于其

只是使用了裂尖渐近位移场的部分特征函数,严格

地说,还不能构成对裂尖位移场的最佳逼近。文献

[12]提出的新型数值流形方法,实现了裂纹尖端的

解析解与其周边数值解联合应用以求解应力强度因

子,能够采用裂尖真实位移场的最佳逼近,并直接得

到应力强度因子,计算精度高,但仅限于平面问题的

Ⅰ型和Ⅱ型裂纹。
在上述研究的基础上,沿用解析解与数值解联

合应用的思路,在裂纹尖端直接引入 Williams解析

解作为数学覆盖,应用裂纹尖端的解析解与周边数

值解的三维流形覆盖联系技术,可直接得出裂纹尖

端的三维应力强度因子,精度高且计算收敛快。

1 裂纹尖端位移场的Williams级数解

如图1所示的裂纹尖端区域,Williams位移级

数解

u=∑
m

i=0

1
2r

i/2 aifx
i1θ  +bifx

i2θ    ;

v=∑
m

i=0

1
2r

i/2 aify
i1θ  +bify

i2θ    ;

w=
ci    i=0

∑
m

i=1
ri-1/2cifz

i3θ    i=1,…,m (1)

式中:fx
i1(θ)=cx

i11cosi
2θ+c

x
i12cosi

2-2  θ;cx
i11=

k+i
2+

(-1)i;cx
i12=-i

2
;fx

i2(θ)=cx
i21sini

2θ+

cx
i22sini

2-2  θ;cx
i21=-k-i

2+
(-1)i;cx

i22=i
2
;

fy
i1θ  =cy

i11sini
2θ+c

y
i12sin i

2-2  θ;cy
i11=k-i

2-

(-1)i;cy
i12=i

2
;fy

i2(θ)=cy
i21cosi

2θ+

cy
i22cosi

2-2  θ;cy
i21=k-i

2+
(-1)i;cy

i22=i
2
;

fz
i3(θ)=cz

isini-12  θ;cz
i=- 2

i-1/2
(i=1,…,m)。

ai、bi、ci 为待求系数;a0、b0、c0代表刚体位移;SIF与

ai、bi、ci 的关系为

KⅠ = 2πGa1,KⅡ = 2πGb1,KⅢ = 2πGc1
(2)

图1 裂纹尖端坐标系

Fig.1 Coordinatesystemofcracktip
 

2 裂纹尖端位移场的解析解覆盖

在六面体网格内,将式(1)写成矩阵形式。
对于i=0:

u
v
w  =∑

8

j=1
wj

(k+1)/2 0 0
0 (k+1)/2 0
0 0 1

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

a0
b0
c0

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁

(3)
  对于i≥1:

u
v
w  =∑

8

j=1
wj∑

m

i=1

1
2

r
i
2

r
i
2

2ri-12

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 ➝

95第5期    祁勇峰,等:基于新型流形法的三维应力强度因子求解



􀲓
fx

i1θ  fx
i2θ  0

fy
i1θ  fy

i2θ  0
0 0 fz

i3θ  

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
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将二维数值覆盖强制约束方法[13]推至三维,形成独

立的三维解析覆盖,权函数wj 均为结点1的权函数

w1。其中,m为覆盖函数项数,下同。
对于第i项(i≥1),其应变子矩阵为

Bi =

∂
∂x

∂
∂y

∂
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􀪁
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􀪁􀪁  (5)

  以f(θ)代表fx
i1(θ)、fx

i2(θ)、fy
i1(θ)和fy

i2(θ)、fz
i3(θ),由于r、f(θ)与坐标z无关,因此,式(5)中有关

r·f(θ)多项式对z的偏导数为0,则式(5)为

Bi=

∂
∂x
1
2wjri/2fx

i1(θ)  ∂
∂x
1
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∂
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1
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∂y
1
2wjri/2fy
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1
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􀪁
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􀪁
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􀪁
􀪁
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(6)
将各项偏导数展开

∂
∂x

1
2wjri/2f(θ)  =∂wj

∂x
1
2r

i/2f(θ)  +
wj
∂
∂x

1
2r

i/2f(θ)  ;
∂
∂y
1
2wjri/2f(θ)  =∂wj

∂y
1
2r

i/2f(θ)  +
wj
∂
∂y
1
2r

i/2f(θ)  ;
∂
∂x
(wjri-1/2f(θ))=∂wj

∂x
(ri-1/2f(θ))+

wj
∂
∂x
(ri-1/2f(θ));

∂
∂y
(wjri-1/2f(θ))=∂wj

∂y
(ri-1/2f(θ))+

wj
∂
∂y
(ri-1/2f(θ))。 (7)

式中:

∂
∂x

1
2r

i/2f(θ)  =∂∂r 1
2r

i/2f(θ)  ∂r∂x+∂∂θ;
1
2r

i/2f(θ)  ∂θ∂x=i
4r

(i/2-1)f(θ)∂r∂x+
1
2r

i/2∂f(θ)
∂θ
∂θ
∂x
;

∂
∂y
1
2r

i/2f(θ)  =∂∂r 1
2r

i/2f(θ)  ∂r∂y+∂∂θ;
1
2r

i/2f(θ)  +∂θ∂y=i
4r

(i/2-1)f(θ)∂r∂y+

1
2r

i/2∂f(θ)
∂θ
∂θ
∂y
;

∂
∂x
(ri-1/2f(θ))=∂∂r

(ri-1/2f(θ))∂r∂x+
∂
∂θ
(ri-1/2f(θ));

∂θ
∂x=

(i-1/2)r(i-3/2)f(θ)∂r∂x+r
i-1/2∂f(θ)

∂θ
∂θ
∂x
;

∂
∂y
(ri-1/2f(θ))=∂∂r

(ri-1/2f(θ))∂r∂y+
∂
∂θ
(ri-1/2f(θ));

∂θ
∂y=

(i-1/2)r(i-3/2)f(θ)∂r∂y+r
i-1/2∂f(θ)

∂θ
∂θ
∂y
。
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具体到fx
i1(θ)、fx

i2(θ)、fy
i1(θ)和fy

i2(θ),关于θ的

偏导数为

∂fx
i1(θ)
∂θ =-cx

i11
i
2sin

i
2θ+c

x
i12 2-i

2  ·
sini

2-2  θ;
∂fx

i2(θ)
∂θ =cx

i21
i
2cos

i
2θ+c

x
i22

i
2-2  ·

cosi
2-2  θ;
∂fy

i1(θ)
∂θ =cy

i11
i
2cos

i
2θ+c

y
i12

i
2-2  ·

cosi
2-2  θ;
∂fy

i2(θ)
∂θ =-cy

i21
i
2sin

i
2θ+c

y
i22 2-i

2  ·
sini

2-2  θ;

∂fz
i3(θ)
∂θ =-2cosi-12  θ。

另外,

∂r
∂x=

x-x0
r
;∂r
∂y=

y-y0
r
;∂θ
∂x=

-(y-y0)
r2

;

∂θ
∂y=

x-x0
r2

。

刚度子矩阵

Kij=∫V
BT

iDBjdV i,j=0,1,……,m (8)

式中:D为弹性矩阵;V 为流形元体积。

3 裂纹周边网格的解析解与数值解

覆盖

  在裂纹周边的各网格内,位移统一表示为式

(9),其中i≥1。

u
v
w

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 =∑

J
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m
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1
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∑
L
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p
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∑
n
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∑
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􀮨
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􀪁􀪁
􀪁􀪁

(9)

式中:dnkl、enkl、fnkl为待求的多项式系数;n、k、l为多

项式阶次(p为多项式的最高阶次);wj1、wj2为相应

于各结点的权函数;J和L 的个数根据网格而定,但
保持J+L=8。显然,取L=0则退化到解析解覆盖

式(4)。
如图2所示(图中窄条为部分重叠区域,长方体

区域为独立覆盖,阴影为裂纹),采用强制约束的方

法,将网格结点28、40、39、33、34、45、46约束到结点

27,即令

u
v
w

􀮠

􀮢
􀮡
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=
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=

u
v
w

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁

40

=
u
v
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=
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􀮡
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􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁

46

根据形函数∑
8

j=1
wj=1的关系,从而在该网格内

形成包含裂纹尖端的独立的解析覆盖。
对于周边的其他网格,比如:网格1-2-14-13-7-

8-20-19中的结点均为数值解的独立覆盖;解析覆盖

图2 六面体数学网格中的解析解覆盖和数值解覆盖

Fig.2 Analyticalcoversandnumericalcoversin

hexahedralmathematicalmesh
 

的相邻网格39-40-52-51-45-46-58-57中的结点39、

40、45、46为解析结点,其他4个结点为数值结点;
而裂纹自由端所在网格25-26-38-37-31-32-44-43在

竖直方向采用了两个独立覆盖,实现裂纹两边的独

立运动。
对于解析覆盖结点j处的第i项,其应变矩阵为
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Bji=

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂
∂y

∂
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∂
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∂
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∂
∂x

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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1
2wjri/2
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i1(θ)fx

i2(θ) 0
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i1(θ)fy

i2(θ) 0
0 0 2ri/2-1/2fz

i3(θ)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁  (10)

  而对于数值覆盖结点t处,设多项式的总项数为q(为∑
p

n=0
∑
n

k=0
∑
n-k

l
的项数之和),其应变矩阵为

Btq=
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􀪁
􀪁
􀪁􀪁  (11)

  令f(x,y,z)=xn-k-lylzk,则式(11)可写为

Btq =∑
p

n=0
∑
n

k=0
∑
n-k

l=0

∂
∂x
(Wtf(x,y,z)) 0 0

0 ∂
∂y
(Wtf(x,y,z)) 0

0 0 ∂
∂z
(Wtf(x,y,z))

∂
∂y
(Wtf(x,y,z)) ∂

∂x
(Wtf(x,y,z)) 0

0 ∂
∂z
(Wtf(x,y,z)) ∂
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∂
∂z
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∂x
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􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(12)

  解析覆盖与数值覆盖相关的刚度子矩阵为

Kjitq =∫V
BjiDBtqdV或Ktqji =∫V

BtqDBjidV (13)

  由式(10)和式(12)可见,刚度矩阵积分中具

有非多项式的函数,基于多形式函数的单纯形积分

公式无法应用,必须采用数值积分。因此,采用四

面体区域的 Hammer积分[14],将流形元边界上的

三角片与其形心相连形成四面体,然后再进行积分

计算。

4 算例分析

以含边界裂纹的无限长柱体为例,考虑两种不

同类型荷载。

4.1 两端受均布拉力

图3所示为包含边界裂缝的两端受均布拉力的

无限长柱体,柱体的宽度为w,应力强度因子理论值

为KI=P πaf(a/w)[15],其中f(a/w)=1.12-
0.23(a/w)+10.6(a/w)2-21.7(a/w)3+30.4(a/

26 土 木 与 环 境 工 程 学 报(中 英 文)             第43卷



w)4,取裂纹长度a=0.05m,柱体宽度w=0.4m,模
型的柱体长度可取h=2m,柱体厚度t取单位宽度,
弹性模量E=200000kPa,泊松比为0.167,均布荷载

P为30kN/m2。KI理论值为1.45kPa/m1/2。

图3 两端受均布拉力的无限长柱体内的边界裂缝

Fig.3 Boundarycrackininfinitelongcolumnwith

bothendsbearinguniformforce
 

整体的流形元网格如图4所示,共划分6个独

立覆盖和9个部分重叠覆盖(窄条区域),每个独立

覆盖的大小基本相同。裂纹所在的独立覆盖区域大

小为0.65m×0.2m×1m(长×宽×厚),柱体底面

施加法向约束。

图4 部分重叠覆盖的流形元网格

Fig.4 Manifoldmethodmeshbasedon

partiallyoverlappingcovers
 

应力强度因子的计算结果见表1,考虑了裂纹尖

端所在的独立覆盖取Williams级数的不同项数,独立

覆盖周边的数值解覆盖可取多项式的不同阶数。

表1 应力强度因子

Table1 Stressintensityfactors

m n=1 n=2

1 1.07 1.73

2 1.09 1.87

3 1.80 1.81

4 1.50 1.54

m n=1 n=2

5 1.51 1.52

6 1.49 1.52

7 1.42 1.48

8 1.40 1.47

注:m为裂纹尖端所在的独立覆盖中所取的 Williams级数的阶数;n

为其他采用多项式数值解的独立覆盖的多项式阶数。

随着覆盖函数阶数的增加,三维应力强度因子

计算值基本接近理论值。Williams级数的阶数以及

周边数值覆盖阶数对计算值有较大影响。

1)Williams级数的阶数(m)影响最大。当m≤
3,则KI与理论值相差较大;当m≥4时,KI接近理

论值。

2)周边数值覆盖阶数升高有利于提高解的精

度。当周边数值解取1阶时,KI的计算值普遍小于

取2阶的情况,当m≥4时,KI与理论值接近,但仍

有差距,仅当m 取为7时才达到1.42,与理论值

1.45最为接近。而当周边数值覆盖取2阶,m≥7
时,计算值与理论值基本一致。

前期平面问题研究表明,在大的覆盖中单纯依

靠提高覆盖函数阶次的方法往往会带来计算结果的

振荡跳跃。反之,如果采用较小的覆盖而用相对简

单的低阶多项式,则可以更好地逼近实际复杂的分

布情况。表2的计算结果也说明,三维问题中,基于

大覆盖,仅仅采用提高级数解及相邻覆盖函数的阶

数的做法来提高计算精度,计算也表现出一定的不

稳定性,要取得满意的计算精度,裂纹尖端及其周边

的覆盖函数的阶数不小于7阶。
考虑到裂纹所在的独立覆盖区域较大,因此,将

裂纹所在的独立覆盖进行局部加密,将裂纹尖端覆

盖分别加密1倍及2倍,采用局部覆盖加密技

术[16],重新计算应力强度因子,如表2所示。

表2 应力强度因子(n=2)

Table2 Stressintensityfactors

m
网格加

密1倍

网格加

密2倍

1 1.20 1.40

2 1.31 1.42

3 1.38 1.44

4 1.42 1.45

m
网格加

密1倍

网格加

密2倍

5 1.42 1.47

6 1.45 1.47

7 1.47 1.45

8 1.47 1.45

表2结果表明,当裂纹尖端独立覆盖加密1倍

后、Williams级数的阶数≥4或当裂纹尖端独立覆

盖加密2倍后,Williams级数的阶数≥3时,KI与理

论解十分接近,且随着 Williams级数阶数的提高,
计算结果趋于稳定。

4.2 两端受剪切荷载作用

考虑三维荷载作用下的算例。如图5所示,无
限长柱沿z方向施加均布荷载Q=100kN/m2,裂纹
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长度a=0.02m,柱体尺寸以及材料参数同上,其应

力强度因子理论值为KIII=Q πc
[15],其中c=a

w
。

KIII的理论值为2.51。

图5 两端受剪力的无限长柱体内的边界裂缝

Fig.5 Boundarycrackininfinitelongcolumnwith
bothendsbearingshearforce

 

流形元网格如图6所示,共划分18个独立覆盖

(方块区域)和25个部分重叠覆盖(窄条区域),每个

独立覆盖的大小基本相同。裂纹所在的独立覆盖区

域大小为0.2m×0.2m×1m(长×宽×厚),柱体底

面施加法向约束。应力强度因子的计算结果见表3。

图6 部分重叠覆盖的流形元网格

Fig.6 Manifoldmethodmeshbasedonpartially
overlappingcovers

 

表3 应力强度因子

Table3 Stressintensityfactors

m n=3,1 n=3,2 n=2,2 网格加密一倍n=2,2
05 2.17 2.20 2.35 2.40
06 2.31 2.00 2.30 2.45
07 2.42 2.48 2.40 2.50
08 2.45 2.51 2.43 2.52
09 2.51 2.49 2.48 2.54
10 2.53 2.55 2.46 2.54

注:m为裂纹尖端所在的独立覆盖中所取的 Williams级数的阶数;

n=3,1表示与上述独立覆盖直接相连的数值解覆盖取n=3的

多项式阶数,而其他的数值解覆盖取最高为1阶的多项式级数,

其余类似。

表3计算结果表明:采用图6所示计算网格,当
m≥7时,周边数值覆盖阶数取2、3的多项式阶数

时,计算结果与理论值比较符合。当m≤7,计算结

果与理论值有一定差别,局部数值出现跳跃,表明裂

纹附近的网格还没有达到足够的密度。当网格加密

一倍后,周边数值覆盖阶数均取2阶,当m≥7时,
计算值与理论值十分接近,且随着阶数的提高,计算

结果趋于稳定。
以上算例验证了三维裂缝计算公式和程序的正

确性,表明裂纹尖端解析解覆盖和周边数值解覆盖

联合应用求解三维线弹性断裂力学问题可行。与常

规有限元方法相比,无需在裂纹尖端布置细密的网

格,计算精度高,收敛相对较快。
裂纹尖端独立覆盖的密度、解析覆盖的级数以

及相邻数值覆盖的阶数是影响应力强度因子计算精

度的重要因素,但在保证独立覆盖有一定密度的情

况下,提高与独立覆盖相邻数值覆盖的阶数可以得

到应力强度因子的精确解。
裂纹尖端独立覆盖的合理布置对应力强度因子

的计算精度及稳定性有一定的影响,因此,下一步要

重点研究裂纹尖端附近的覆盖自动布置及密度问

题,以保证方法的收敛性,便于开展三维裂缝扩展的

动态模拟研究。

5 结论

将裂纹尖端解析解覆盖和周边数值解覆盖联合

应用,分析三维线弹性断裂力学问题,得到以下主要

结论:
1)在包含裂纹尖端的解析覆盖中,应用裂纹尖

端附近的Williams位移解析解作为覆盖函数,并采

用高阶多项式三维覆盖函数与解析覆盖的条形连接

技术,实现了在解析覆盖中直接求得裂纹尖端的三

维应力强度因子。
2)典型的张开型和撕开型的裂纹算例表明,应

力强度因子的计算精度较高。鉴于三维裂缝扩展问

题的复杂性,裂纹尖端周边数值覆盖阶数以及独立

覆盖网格密度对应力强度因子计算精度的影响较二

维问题更大。因此,协调独立覆盖密度、阶数与周边

三维数值覆盖阶数的关系,来保证高精度求解收敛

性的快速、稳定是下一步研究的重点。
考虑到解析级数是裂尖附近真实位移场的最佳

逼近,相比其他方法而言,可以认为该方法在应力强

度因子求解方面逼近效果更好、收敛更快,同时,由
于网格布置根据不同区域的精度要求,只在裂尖附

近进行覆盖加密,因此,相比采用均匀网格的扩展有

限元而言,计算效率将有所提高,可以实现大规模计

算。另外,应力强度因子SIF本身就是裂尖解析级
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数的未知数,在求解系统方程组时一并得到,而不需

要像其它方法那样通过所谓的“直接”法或“间接”法
来推求,不仅方便,而且不会引入额外误差,这也是

该方法的优势所在。
该方法可以同时求解Ⅰ型、Ⅱ型、Ⅲ型(撕开型)

裂纹的应力强度因子,应用复合型裂纹扩展准则就

可以判断其是否继续开裂,因此,该方法在三维裂缝

扩展的动态模拟方面极具应用前景。
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