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层状地基中考虑桩端应力泡形扩散的单桩沉降计算方法
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摘 要:基于虚土桩模型,研究了桩端应力扩散效应对单桩沉降的影响。结合虚土桩模型和

Boussinesq解,提出考虑桩端应力泡形扩散的应力泡形虚土桩模型来考虑桩端土对桩的支承作用;
利用荷载传递法,对桩周土采用双折线模型,推导得到层状地基中考虑桩端应力泡性扩散的单桩沉

降解析解;讨论了弹性极限位移、弹性抗剪切刚度系数、附加应力值等参数对单桩沉降的影响;结合

工程实测数据,将该方法与现有理论解进行对比,验证了方法的合理性。应力泡形虚土桩模型的最

大优势在于能够较严格地给出桩端应力扩散边界,具有更广泛的工程应用价值。
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Acalculationmethodforsettlementofsinglepileconsidering
stressbulbdispersionofpileendsoil
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Abstract:Basedonthefictitioussoilpilemodel,theeffectofpile-endstressdiffusiononthesettlementofa
singlepilehasbeeninvestigatedtheoretically.Firstly,apile-endstress-bubblefictitioussoilpilemodel
consideringthespreadofthepile-endstress-bubblewasproposedtosimulatethesupportingeffectofthe
pileendsoilonthepilebodybycombiningthefictitioussoilpilemodelandBoussinesqsolution.Then,
basedontheloadtransfermethod,ananalyticalsolutionofsinglepilesettlementconsideringpile-end
stress-bubblediffusioninlayeredfoundationwasderivedbyutilizingthedouble-broken-linemodelforthe
soilaroundthepile.Furthermore,theeffectsofparameterssuchaselasticlimitdisplacement,elasticshear
stiffnesscoefficientandadditionalstressvalueonthesettlementofsinglepilewerediscussedbasedonthe
presentsolution.Finally,combiningwiththeactualengineeringdata,thepresentmethodwasvalidatedby
comparingwithexistingtheoreticalsolution.Thestress-bubblefictitioussoilpilemodelismoremeaningful



forengineeringapplicationsonaccountoftheobviousadvantagethatthestressdiffusionboundaryatpile
endcanbegivenmorestrictly.
Keywords:singlepilesettlement;stress-bubblefictitioussoilpile;layeredsoils;stressdiffusion;loadtransfermethod

  桩基沉降计算是桩基工程设计中非常重要的部

分。学者们对桩基沉降进行了广泛而深入的研究,
得到了很多有价值的单桩沉降计算方法,如荷载传

递法[1-7]、剪切位移法[8-10]、弹性理论法[11-13]、规范

法[14]和数值计算法[15-17]等,其中,荷载传递法因可

通过不同的桩土相互作用模型来反映桩土共同作

用、地基层状特性而被学者广泛运用。总的来说,基
于荷载传递法的桩 土相互作用模型主要有理想弹

塑性模型[1,4-6]、双折线硬化模型[3,18]、三折线模型[19]

及双曲线模型[7],通过选取不同的桩 土相互作用模

型,可以较准确地得到不同土性中单桩的沉降,具有

较好的工程适用性。
上述研究采用荷载传递法计算桩基沉降时,均

将桩端土对桩的支撑作用简化为弹簧模型,弹簧参

数可结合桩端土硬化特性、非线性特性等根据实测

的桩端反力 位移曲线反演确定。然而,这种弹簧支

撑模型存在一些不足:无法考虑桩端土体的层状特

性;无法建立桩端土层物理力学性质与弹簧参数之

间的相互关系;且无法反映持力层内及以下土体性

质的变化对单桩沉降的影响[20]。为此,Wu等[20-21]

提出了虚土桩模型,并用于桩基纵向和扭转动力特

性分析。随后,王奎华等[22]率先将虚土桩模型应用

于层状地基中的单桩沉降计算分析,并提出采用锥

型虚土桩模型来考虑桩端应力扩散效应对单桩沉降

的影响[23],辛冬冬等[24]将虚土桩模型推广到层状地

基中的群桩沉降分析。尽管虚土桩模型能很好地考

虑桩端层状特性对基桩静动力学特性的影响,且能

在一定程度上考虑桩端应力扩散效应,但虚土桩的

合理长度及应力扩散影响范围到底多大仍不得

而知。
为了更好地分析桩端土性质对单桩沉降的影

响,笔者基于Boussinesq解提出了一种应力泡形虚

土桩模型来考虑桩端应力扩散效应,并基于荷载传

递法对桩侧土采用双折线模型、对桩端土采用应力

泡形虚土桩模型,考虑桩端土中实际附加应力的分

布情况,推导得到了成层地基中的单桩桩顶沉降计

算公式。

1 数学模型及假设条件

1.1 应力泡形虚土桩模型的建立

根据Boussinesq解可知,桩端土体中附加应力

大致的分布规律为:在径向上随着径向半径的增加

逐渐减小,在竖向上随着深度的增加也逐渐减小,在
整体空间中呈椭球型泡状分布,即应力泡。假设桩

端 对 土 体 的 作 用 力 为 均 布 荷 载 形 式,根 据

Boussinesq解可以求出桩端土中应力分布形式的解

析式,然后建立应力泡形虚土桩模型。建立如图1
所示的轴对称坐标系,基于Boussinesq解,通过积分

可以求得圆形均布荷载作用下地基土体中任意一点

的竖向应力分布[25]。

σ- =σz

P =3z
3

2π∫
2π

0∫
r0

0

rdθdr
(z2+r2+R2-2Rrcosθ)

5
2

(1)
式中:σ- 为附加应力分布线;σz为地基中任意点的竖

向应力;P 为桩端平均应力,即均布荷载;z为任意

点的深度,即距桩端的竖向距离;R为任意点的径向

距离,即距均布荷载的水平距离;r0 为桩体半径,即
圆形荷载的作用半径;r为均布荷载微单元距离均

布荷载中心(即桩轴心)的距离;θ为均布荷载微单

元与任意点在水平面上投影的夹角。

图1 桩端附加应力计算模型

Fig.1 Calculationmodelofadditionalstressatpileend
 

将式(1)求解得到的相同数值的竖向应力等值

线绕z轴旋转一周就形成一系列以z轴为中心的三

维应力等值面,将等值面以内的土体看作是受荷主

体,即为应力泡形虚土桩的主体部分,如图2所示。
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图2 应力泡形虚土桩模型

Fig.2 Stress-bubblefictitioussoilpilemodel
 

1.2 桩土相互作用模型的建立

桩周土采用双折线模型,如图3所示,荷载传递

函数为

fs=λu u≤ub
fs=λub u>ub (2)

式中:u为桩周土的位移;ub为桩周土的弹性极限位

移;fs为单位长度桩周侧摩阻力;λ为理想弹塑性模

型的弹性抗剪切刚度系数,kN/m2。

图3 桩周土本构模型

Fig.3 Constitutivemodelofsoilaroundpile
 

桩端土采用应力泡形虚土桩模型,把桩端至基

岩之间的应力泡形土体看成“土桩”,即所谓虚土桩,
其参数分别取各实际土层参数,而变形按类似于桩

的平面假定。根据桩端土层成层性情况及桩端土体

性质和受力环境是否变化而把实体桩和虚土桩一共

分为n(n>m)段,其中实体桩分成m 段,虚土桩分

成N(即N=n-m)段,从实体桩顶部向下依次编号

为1、2、…、i、…、m、m+1、…、n,各桩段厚度分别为

l1、l2、…、li、…、ln,实体桩总长为L1,虚土桩总长为

L2,各段桩的埋深分别为z1、z2、…、zi、…、zn。计算

时,可以将虚土桩各桩段再细分为很薄的圆柱体进

行近似计算,计算精度由单元数N 控制,计算中可

以直接将桩土体系按照m+N 段进行计算。具体的

桩体分段与桩土相互作用体系简图如图2所示。由

式(1)可求得虚土桩各深度桩段对应的半径Ri,即
各段实体桩和虚土桩的半径分别为

ri =r 1≤i≤m
ri =Ri m<i≤n (3)

1.3 桩土体系相关假设

1)桩土体系呈线弹性状态,实体桩桩身截面均

匀,虚土桩以应力泡的形式存在。

2)桩体与土体之间没有相对滑移,实体桩与虚

土桩的各桩段交界面之间为完全连续接触,满足连

续性条件。

3)桩单元中任意点的位移只与该点的桩周侧摩

阻力有关,虚土桩端部为刚性支撑。

4)地基中同一土层的物理力学性质沿深度方向

不变。

5)虚土桩的力学行为与桩体相符合,参数为土

体参数。

2 桩顶沉降计算方程建立及求解

根据荷载在桩身的传递机理,桩体的截面轴力

及位移随深度的增加,逐渐减小,且随着桩顶荷载的

增加,截面轴力及位移逐渐向桩底发展。因此,随着

荷载的增加,桩周土由浅入深逐渐进入塑性阶段。
根据桩土体系所处状态的不同,分3个阶段分别给

出桩顶荷载和沉降的计算公式。需要说明的是,由
于桩基受力后通常仅对桩周径向一定范围内的土体

产生影响,这里所指的桩周土体即桩基应力影响范

围内的土体。
首先推导荷载传递函数基本微分方程,根据桩

上任意一个单元体的静力平衡条件,可以得到

dP
dz=-λu (4)

du
dz=- P

EA
(5)

式中:E为该桩段弹性模量;A 为该桩段截面面积;

P为该桩段顶部荷载。
对式(5)两端求导,并将式(4)代入,可得荷载传

递法的基本微分方程

d2u
dz2 =λu

EA
(6)

2.1 桩周土全部处于弹性阶段

当桩顶荷载较小时,桩周土全部处于弹性阶段,
根据式(4)~式(6),此时第i个桩段截面位移u(x)
应满足方程
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EiAi
d2u
dx2-λiu=0

EiAi
du
dx x=zi=-Pi+1

u x=zi=Si+1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(7)

式中:Pi 为第i段桩体顶部荷载;Si 为第i段桩体顶

部位移;zi 为第i段桩体截面到桩顶的距离;Ei 为第

i段桩体弹性模量;Ai 为第i段桩体横截面积;λi 为

第i段桩体弹性抗剪切刚度系数。
各虚土桩段面积Ai 值计算采用式(8)。

Ai =πr2 1≤i≤m
Ai =πR2 m<i≤n (8)

  为使解析表达式简洁,定义式(9)。

bi = λi/(EiAi) (9)

  求解式(7)可得第i桩段截面位移为

u(x)=
biSi-Pi+1

EiAi

2bi
ebi(x-zi)+

biSi+Pi+1

EiAi

2bi
e-bi(x-zi)

(10)

  联立式(7)与式(10)可求得第i段桩的桩顶荷

载及位移为

Pi =-EiAi
du
dx x=zi-li=

1
2EiAi

biSi+1+
Pi+1

EiAi
  ·􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

ebili - biSi+1-Pi+1

EiAi  e-bili 

Si=u x=zi-li=
biSi+1+Pi+1

EiAi

2bi
ebili+

biSi+1-Pi+1

EiAi

2bi
e-bili

(11)

  由式(11)可得第i段桩的桩顶刚度Ki(刚度是

指材料或结构在受力时抵抗弹性变形的能力)。

Ki =Pi

Si
=biEiAi

Ki+1+biEiAitanh(bili)
biEiAi+Ki+1tanh(bili)

(12)

  由假设条件(3)可以得知,虚土桩桩端位移为

0,即

u x=L1+L2=Sn+1=0 (13)

  由式(10)和式(11)给出的第i段桩的桩顶荷载

及位移并结合边界条件式(13)就可以求得第n段桩

的桩顶刚度为

Kn =Pn

Sn
=bnEnAn

e2bnln +1
e2bnln -1

(14)

  根据式(12)和式(14)可以递推得到桩体顶部刚

度K1,进而根据桩顶荷载P1,就可以求得桩顶沉降

值S1。

S1=P1
K1

(15)

  式(12)和(14)中所需要的计算参数均可以由实

测的土层参数直接或间接计算得到。因此,根据式

(11)~式(15)就可以求得桩顶沉降值。

2.2 桩周土部分处于塑性阶段

桩周土部分处于塑性阶段时,桩土的相互作用

体系简图如图4所示,塑性桩段的长度为La,由于

塑性桩段的长度La与桩顶荷载和桩周土的性质有

关,在实际工程应用中应当根据现场试验确定桩周

土处于塑性阶段的深度La。

图4 桩周土部分进入塑性阶段模型

Fig.4 Modelofpartofthesoilaroundthepile
reachingplasticstage

 

对于桩侧土体处于塑性阶段的连续桩段,第i
个桩段截面位移u(x)应该满足方程

EiAi
d2u
dx2-λiubi =0

EiAi
du
dx x=zi=-Pi+1

u x=zi=Si+1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

(16)

式中:ubi表示第i桩段桩周土的极限位移。
求解式(16)可得第i段桩的截面位移方程为

u(x)= λiubi
2EiAi

x2-Pi+1+λiubizi

EiAi
x+Si+1+

Pi+1zi

EiAi
+λiubizi

2

2EiAi
(17)

  求得第i段塑性桩的桩顶荷载及位移为

Pi =Pi+1+λiubili

Si =Si+1+Pi+1li

EiAi
+λiubili

2

2EiAi (18)

  根据假设,当桩周土部分处于塑性阶段时,可以
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依据桩周土所处的状态把桩分为两个部分,即塑性

段和弹性段,先按照式(11)~式(15)计算弹性桩段

的刚度,再按照式(18)计算塑性桩段的刚度,就可以

得到单桩桩顶沉降值。

2.3 桩周土全部处于塑性阶段

桩周土全部处于塑性阶段时,如图4所示,即

La=L1+L2。可求得第n段桩的桩顶荷载及位移为

Sn = ln

EnAn
Pn-λnubnln

2

2EnAn
(19)

  当桩周土全部处于塑性阶段时,结合式(18)和
式(19)递推就可以得到单桩桩顶沉降值。

3 计算参数的选取及影响

3.1 弹性极限位移ub

对于弹性极限位移,很多学者都有研究,目前有

经验法[26-27]、经验公式法[28]及应变计测试方法[29]。
为了在实际工程应用中方便取值,建议采用应变计

测试方法进行计算。

ubi =s0-∑
i

j=1

li

2
(εi+εi+1) (20)

式中:s0为桩顶沉降量;ubi为第i段桩土体系的极限

位移;li 为第i段桩的长度;εi 为静载试验中在桩顶

作用承载力设计值时第i个测试面的应变。
通过静载试验,将加载到极限承载力时测试得

到的桩顶沉降量和应变值代入式(20),就可以求得

桩土弹性极限位移。

3.2 弹性抗剪切刚度系数λ
与弹性极限位移类似,为了在实际工程应用中

方便取值,建议弹性抗剪切刚度系数采用应变计测

试方法进行计算。

λ=τui
ubi =τi

ui
(21)

式中:τui为第i段桩的极限侧摩阻力;τi 与ui 为静载

试验某一级荷载作用下计算得到的第i段桩的侧摩

阻力与相对位移。
在双折线模型中,λ为斜线段斜率,知道任一点

的侧摩阻力和相对位移就可以计算得到抗剪切刚度

系数。

3.3 附加应力值σz

由式(1)可以看出,附加应力值σz是利用应力

泡形虚土桩模型分析单桩沉降的一个重要参数,选
取不同的附加应力值σz意味着选用了范围大小不

同的应力泡形虚土桩模型,如图5所示。桩端土体

的沉降对桩顶沉降有较大的贡献,因此,选取范围不

同的应力泡形虚土桩模型对桩顶沉降影响很大。

图5 泡形不同的虚土桩模型

Fig.5 Virtualsoilpilemodelswithdifferentbubbleshapes
 

3.3.1 算例1:桩端土为软弱土 为了考虑桩端应

力泡范围不同的影响,取上硬下软双层土作为算例

1,实体桩深度范围内为硬黏土,虚土桩范围内为软

弱土,土层参数来源于文献[30],如表1所示。

表1 算例1各参数取值[30]

Table1 Valuesofparametersinstudy1

土层号 L/m Es/MPa λ/(kN·m-2) ub/mm

1 20 500 4×104 6

2 10 3 8×103 3

桩身弹性模量Ep=3×104MPa,桩身半径r0=
0.5m,桩顶荷载P取2000、3000、4000kN,附加

应力值σz 取0.1P~0.00001P,虚土桩部分按照

0.5m分层计算,得到桩顶的沉降值如图6所示。

图6 上硬下软土层中应力泡范围对桩顶沉降的影响

Fig.6 Influenceofstressbubblerangeonpiletopsettlement
inupperandlowersoftsoillayers

 

如图6所示,在桩侧土为硬土,桩端土为软土的

双层地基中,附加应力范围对桩顶沉降的影响不明

显,沉降变化不大。整体上,随着附加应力范围的增

大(即应力泡形虚土桩范围增大),桩顶沉降随之减
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小,但减小幅度不大。

3.3.2 算例2:桩端土为硬黏土或砂性土 取上软

下硬双层土作为算例2,实体桩深度范围内为软弱

土,虚土桩范围内为硬黏土或砂性土,各参数取值如

表2所示。

表2 算例2各参数取值[30]

Table2 Valuesofparametersinstudy2

土层号 L/m Es/MPa λ/(kN·m-2) ub/mm

1 20 3 8×103 3

2 10 500 4×104 6

桩身弹性模量Ep=3×104MPa,桩身半径r0=
0.5m,桩顶荷载P取2000、3000、4000kN,附加

应力值σz取0.1P~0.00001P时,虚土桩部分按照

0.5m分层计算,得到桩顶的沉降值如图7所示。

图7 上软下硬土层中应力泡范围对桩顶沉降的影响

Fig.7 Influenceofstressbubblerangeonpiletopsettlement
inupperandlowerhardsoillayers

 

如图7所示,在桩侧土为软土,桩端土为硬土的

双层地基中,附加应力范围对桩顶沉降的影响明显,
尤其是附加应力分布线σ- 从0.1~0.001变化时,沉
降变化较大,特别是当附加应力分布线σ- 从0.003~
0.004变化时会有一个沉降突变,这是由于应力泡

的影响深度大于桩端土的厚度,即应力泡下端部分

变成了基岩,而基岩不发生沉降,因此桩顶沉降突然

减小。但整体上,随着附加应力范围的增大(即应力

泡形虚土桩范围增大),桩顶沉降随之减小,并且当

附加应力范围的增大到一定值后,桩顶沉降变化幅

值变小。
综合上述分析发现,当桩周土性好时,桩以侧阻

为主,应力泡形虚土桩范围的大小对桩顶沉降量影

响不大;而当桩周土性差时,桩以端承为主,应力泡

形虚土桩范围的大小对桩顶沉降量影响明显;且当

应力泡的影响深度大于桩端土层厚度时,会有沉降

值的突变。实际工程中,应针对不同类型的桩周土

及桩端土的性质与桩端土的厚度,选择合适的应力

泡范围,当桩端土厚度并非过大时,可以选择应力泡

的影响深度等于桩端土厚度时的应力泡作为虚土桩

模型的边界进行计算。

4 工程实例分析

王奎华等[23]提出了考虑应力扩散角的桩顶沉

降计算模型,并通过计算两根试桩的沉降与实测值

对比验证了其实用性。为验证该方法的合理性及实

用性,对文献[23]中的T3、T4桩进行拟合,并将拟合

结果与原文实测值及其计算值做对比分析,与文献

[23]保持一致,采用桩周土处于弹性阶段公式计算。
桩周土及桩端土的物理力学性质参数来源于文献

[23],如表3所示。

表3 实例地质资料与模型参数[23]

Table3 Geologicalinformationofexampleand

parametersofmodel[23]

土层号 土层名称 深度/m λ/(kN·m-2) Es/MPa

1 粉质黏土 2.5 2.51×103 5

2 粉土 6.5 2.48×103 4

3 淤泥质粉质黏土 30.5 1.91×103 3

4 粉质黏土 33.5 1.35×104 10

5 粉土 35.5 7.69×103 10

6 粉砂 41.5 2.81×104 20

7 粉质黏土 48.5 1.42×104 6

8 粉质黏土 51.5 2.06×104 8

9 粉质黏土 58.8 1.17×105 20

10 粉土 61.9 1.60×105 17

11 粉质黏土 68.1 1.00×105 22

12 粉砂 71.5 8.57×104 25

13 粉质黏土 75.5 3.33×104 10

14 粉质黏土 81.1 1.08×105 18

15 粉土 87.6 1.60×105 20

T3试桩:桩直径为800mm,桩长61.8m;T4试
桩:桩直径为1000mm,桩长73.8m,桩身弹性模量

Ep=3.3×107kPa。采用本文解计算各桩顶沉降量

并与文献[23]计算结果及实测值对比,见图8及图

9。利用该方法计算时,T3 桩与T4桩的虚土桩部分

取至第15层粉土底部,根据式(1)计算虚土桩影响

深度刚好为第15层粉土底部时的T3试桩附加应力

值为0.00036P,T4试桩附加应力值为0.0012P,并
分别选取此时的应力泡范围作为虚土桩边界进行
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计算。
与两根试桩的实测值与文献[23]的扩散角法计

算值对比可以发现,该方法考虑应力泡形扩散的计

算结果与文献[23]考虑应力扩散角的计算结果较为

接近,与实测结果具有较好的一致性。与文献[23]
的锥形虚土桩模型相比,该模型的最大优势在于能

够较严格地给出桩端应力扩散边界,因而具有更广

泛的工程应用价值。

图8 T3 桩桩顶沉降计算结果对比

Fig.8 Comparisonofcalculationresultsofpile
topsettlementofT3pile

 

图9 T4桩桩顶沉降计算结果对比

Fig.9 Comparisonofcalculationresultsofpile
topsettlementofT4pile

 

5 结论

1)基于虚土桩模型并结合Boussinesq解,提出

了考虑桩端应力扩散效应的应力泡形虚土桩模型,
并建立了基于该模型单桩沉降计算的解析解。该解

能够计算桩侧土体处于弹性及塑性阶段时的桩顶荷

载 沉降曲线,参数明确,应用简便,可以用于工程现

场单桩沉降量的计算分析,为桩基础设计提供较为

准确的沉降值。

2)当桩周土性较好时,桩侧摩阻力发挥主要作

用,桩周土承担主要荷载,应力泡范围的大小对桩顶

沉降量影响不明显,可取较小范围的应力泡形虚土

桩;当桩周土性较差时,桩端阻力发挥主要作用,桩

端土承担主要荷载,应力泡范围的大小对桩顶沉降

量影响明显,应针对不同类型的桩周土及桩端土的

性质与桩端土的厚度,选择合适的应力泡范围。

3)通过分析不同附加应力取值对单桩桩顶沉降

量的影响发现,当应力泡的影响深度大于桩端土厚

度时,会发生沉降量的突变。因此,在工程应用中,
可以选取应力泡的影响深度恰好是桩端土厚度时的

应力泡形虚土桩模型进行计算。

4)该方法与锥形虚土桩模型对两根试桩的沉降

计算结果与实测结果对比表明,该方法的计算结果

与实测结果有较好的一致性。同时,该模型的最大

优势在于能够较严格地给出桩端应力扩散边界,因
而具有更广泛的工程应用价值。
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