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摘 要:为合理反映粗粒土的状态依赖非关联应力 应变特性,提出应力分数阶塑性力学模型。已

有模型基于三轴试验结果,无法对堆石料真三轴条件下的应力 应变特性进行预测,为解决这一问

题,基于特征应力法对已有分数阶塑性力学模型进行完善。进一步选取不同初始状态条件下堆石

料的真三轴压缩试验数据对模型进行验证,结果表明,三维化后的分数阶岩土塑性力学模型可以合

理地模拟不同初始状态的堆石料在真三轴压缩条件下的应力 应变行为。与传统塑性力学模型相

比,提出的分数阶塑性模型在描述堆石料非关联流动时不需要额外引入塑性势函数,仅需对已有屈

服面求解分数阶导数。此外,模型在特征应力空间中推导完成再映射到原应力空间,可描述土体的

三维强度特性,无需额外采用三维强度准则。
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Three-dimensionalstress-fractionalconstitutivemodelforrockfill
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andTranportationEngineering,HohaiUniversity,Nanjing210098,P.R.China;3.FacultyofCiviland

EnvironmentalEngineering,RuhrUniversityBochum,Bochum44801,Germany)

Abstract:Thestress-fractionalplasticitymodelhasbeenproposedtomodelthestate-dependentstress-
strainbehaviorofgranularsoils.However,thepreviousmodelwasestablishedbasedontriaxialtest,
whichcannotbeeasilyusedtopredictthethree-dimensional(3D)stress-straincharacteristicsofrockfill.
Tosolvethisproblem,anattemptismadetomodifythefractionalplasticitymodelforrockfillbyusinga
novelconceptofcharacteristicstresstomakethemodelcapableofpredictingthe3Dstress-strainbehavior
ofrockfill.Aseriesoftruetriaxialtestresultsofrockfillsunderdifferentinitialstatesaresimulated,from
whichagoodagreementbetweenthemodelpredictionsandthecorrespondingtestingresultsisfound.
Comparingwiththeclassicalplasticitymodel,noadditionalplasticpotentialisrequired;inaddition,the



modelcandescribe3Dstrengthcharacteristicsbymappingfromthecharacteristicstressspacetothenormal
stressspace,wherenospecific3Dstrengthcriterionisneeded.
Keywords:rockfill; three-dimensional stress; plasticity; fractional calculus; state parameter;
constitutivemodel

  堆石料常常被用于水利工程,诸如堆石坝、堤坝

等的建造[1]。因此,在此类工程的设计、建造和运营

全过程中,堆石料的强度和变形特性显得尤为重要。
由于河流水荷载的复杂性,堆石料在其全寿命周期

内经常会遭受不同应力路径的外部荷载作用。为了

分析不同应力路径下堆石料的强度和变形行为,学
者们[2-6]开展了一系列试验和理论研究,并建立了相

应的本构模型。Xiao等[5]通过对不同围压和初始

密度条件下堆石料的强度和剪胀行为进行研究,提
出了状态依赖的堆石料边界面塑性力学本构模型。
陈生水等[7]通过研究颗粒破碎对堆石料临界状态特

性等的影响,建立了一个可以考虑堆石料颗粒破碎

特性的广义塑性力学模型。此外,在实际工程中,堆
石料等粗粒土常遭受三维荷载作用,中主应力对其

强度和变形行为影响较大[8]。为此,Xiao等[9]提出

了基于统一破坏准则的堆石料三维边界面塑性本构

模型;姚仰平等[10-11]、Tian等[12]提出了基于转换应

力法[13]的软土和粗粒土三维统一硬化模型。为了

考虑材料的非关联塑性流动特性,以上这些模型在

建立过程中均额外引入了不同于屈服面函数的塑性

势面函数。这些塑性势面函数往往基于经验假定。
那么,是否可以在不引入塑性势的条件下建立堆石

料的三维本构模型呢? 为此,Sun等[14]通过分析岩

土材料的三轴试验特性,提出了土体的应力分数阶

塑性力学方法[14-15]。Lu等[16]基于特征应力法,提
出了软土的三维分数阶塑性本构模型。Qu等[17]建

立了适用于岩石的分数阶塑性力学模型。李海潮

等[18]进一步引入温度效应,拓展建立了软岩的分数

阶热塑性模型。这些模型均处于“应力分数阶塑性

力学”框架,还有一些诸如“时间分数阶塑性力学”框
架下的模型[19],仍然采用屈服面和塑性势面不一致

的假定,这里不再赘述。不同于传统塑性力学,应力

分数阶塑性力学基于非局域性的分数阶微分算子,
在某一应力点求导所得塑性流动方向不仅与该点的

应力状态有关,还与到达该点的加载历史或相对临

界状态的距离有关。在实际建模过程中,仅需对屈

服面进行一阶和分数阶求导,即可建立堆石料的非

关联弹塑性本构模型。然而,目前提出的分数阶塑

性力学模型[14,20]仅对粗粒土的三轴应力 应变特性

进行了分析,对土体真三轴应力 应变特性尚未进行

预测和模拟。
为解决这一问题并同时完善现有分数阶岩土塑

性力学理论体系,有必要建立一个三维应力分数阶

塑性力学本构模型。笔者拟通过特征应力法[21]对

现有分数阶塑性力学模型进行修正,使其可以合理

地预测土体的三维应力 应变关系。

1 基本定义

1.1 应力 应变的定义

根据临界状态土力学[22],约定堆石料是均匀各

向同性材料;受压为正,受拉为负;模型推导所用到

的应力均为有效应力。有效增量应力张量(σ·')定
义为

σ·'=σ·'ijeiej (1)
式中:i、j=1、2、3;σ·'ij为应力分量;ei、ej 为基底矢

量。相应的增量变张量(ε·)定义为

ε·=ε·ijeiej (2)
式中:ε·ij为应变分量。此外,约定在主应变空间中

ε·1、ε·2和ε·3分别代表第一、第二和第三主应变增量;
相应的主应力空间中σ·'1、σ·'2和σ·'3分别是第一、第二

和第三有效主应力增量。
除此之外,还有平均有效主应力(p')、偏应力

(q)、中主应力系数(b)这几个需要用到的定义。

p'=1/3trσ' (3)

q=
 3/2s∶s (4)

b=σ'2-σ'3σ'1-σ'3
(5)

式中:偏应力张量s=σ'-p'I,I为单位张量。

1.2 分数阶导数

Caputo的 分 数 阶 左 导 数 和 右 导 数 分 别 定

义为[23]

0+Dα
σ'f(σ')= 1

Γ(n-α)∫
σ'

0+
f(n)(χ)dχ
(σ'-χ)α+1-n

,

σ'>0+ (6a)

σ'Dα
0-f(σ')=

(-1)n
Γ(n-α)∫

0-

σ'

f(n)(χ)dχ
(χ-σ')α+1-n

,
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0->σ' (6b)
式中:D=∂α/∂xα;α∈(n-1,n],是求导阶数,其中n
是正整数,取值范围为1~2;σ'是加载应力;Γ(x)=
∫∞0e-ττx-1dτ。
1.3 特征应力法

根据文献[21],用特征应力来代替原有强度准

则中的常规应力,使得修正后的强度准则可以反映

土体的三维强度特性。特征应力(σ'ij)定义为

σ'ij=paσ'ij
pa  β (7)

式中:pa=100kPa是大气压强。β∈(0,1]是特征

应力参数,反映了中主应力比对土体强度的影响。
根据Lu等[21]的研究,β的大小不受土体密度和围压

等因素影响,对于给定材料,它是一个定参数。据

此,修正后的特征有效平均主应力(p')和特征偏应

力(q)分别为

p'=1/3trσ' (8)

q =
 
3/2s∶s (9)

式中:s=σ'-p'I。

2 三维分数阶应力 应变关系

增量主应变可以分解为弹性应变和塑性应变两

部分,即
ε·=ε·e+ε·p (10)

式中:ε·e为弹性应变张量;ε·p为塑性应变张量,根据

非线性K-G 弹性理论,可得

ε·e= 12Gs
·+ 13Kp·'I (11)

式中:G是剪切模量;K 是体积模量,分别定义为

G=G0
(2.97-e)2
1+e

 
pap' (12)

K =2G
(1+ν)

3(1-2ν)
(13)

式中:G0是弹性常数;ν是泊松比;e是孔隙比。此

外,塑性应变张量(ε·p)可以计算为

ε·p= 1
Kp

n∶σ·'  m (14)

式中:Kp为硬化模量,其定义将在后面的本构模型

部分给出。n和m 分别为加载方向和塑性流动方

向,定义为[24]

n= 1
 
1+d2f

1
3dfI+3

2q
s  (15)

m= 1
 
1+d2g

1
3dgI+3

2q
s  (16)

式中:df和dg分别定义为

df= ∂f
/∂p'
∂f/∂q

(17)

dg=∂
α1f/∂p'α1

∂α1f/∂qα1
(18)

  在知道屈服面的情况下,分数阶塑性力学模型

无需再额外假定一个塑性势面函数,而是通过分数

阶微分直接得到一个非关联的流动法则,从而使模

型得到简化。由文献[15]可知,当α越大时,所得到

的非关联性越明显。具体参见图1,当α由1.05增

加到1.3时,同一应力水平下加载方向与流动方向

的夹角变大,即非关联程度增加。

图1 分数阶数对非关联性的影响

Fig.1 Effectoffractionalorderonnon-associativity
 

3 三维分数阶塑性力学模型

3.1 屈服面

由传统塑性力学可知,加载方向是屈服面的法

向。选取特征应力条件下的修正剑桥模型屈服面函

数来描述土体的受荷屈服。

fM2p'2+q2-M2p'0p'=0 (19)

式中:p'0是特征应力空间屈服面与p'轴的交点。M

是特征应力空间的临界状态参数,可定义为

M =qc
p'c

=3
(1+sinφc)β-(1-sinφc)β
(1+sinφc)β+2(1-sinφc)β

(20)
式中:φc是常规三轴压缩时的临界状态摩擦角。如

图2所示,特征应力法修正后的屈服面在常规主应

力空间的屈服面不再是一个圆锥,而是一个在π平

面的投影,是曲边三角形的曲面,如图3所示。因

此,可以反映土体在真三轴应力条件下的屈服特性。

3.2 加载张量与流动张量

将式(19)分别代入式(17)、式(18),进一步求得

df和dg为
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图2 主应力空间的三维屈服面(β=0.4)

Fig.2 3Dyieldingsurfaceinprincipalstressspace(β=0.4)
 

图3 π平面上的屈服面(β=0.2)

Fig.3 Yieldingsurfaceontheπplane(β=0.2)
 

df=M2-η2
2η

(21)

dg=M2-(1-α/2)(η2+M2)
η2-α

(22)

式中:η=q/p'。
将式(21)和式(22)代回至式(15)和式(16),即

可得到塑性加载张量和塑性流动张量的具体表达式

n= 1
 

1+ M2-η2
2η  2

1
3

M2-η2
2η

I+3
2q

s  
(23)

m= 1
 

1+ M2- 1-α
2  η2+M2  

η2-α















2 ×

1
3

M2-(1-α/2)(η2+M2)
η2-α

I+3
2q

s  (24)
  比较式(23)和式(24)可知,当α=1时,模型退

化为传统关联流动法则。由图4可知,对屈服面进

行分数阶求导后,所得子午平面上塑性流动方向不

再垂直于屈服面,而是与加载方向存在一个夹角。
此外,为了可以反映受荷变形的状态依赖特性,

Sun等[14-15]建议采用状态依赖的分数阶数

α=exp(Δψ) (25)

图4 子午平面上的屈服面

Fig.4 Yieldingsurfaceonthemeridianplane
 

式中:Δ>0,是材料常数。式(25)是经验公式,来源

于基于试验现象的考虑:土体所处状态会影响其塑

性流动特性,而分数阶数决定了塑性流动方向。因

此,运用式(25)直观地考虑了加载过程中土体所处

状态对其塑性流动方向的影响。ψ是状态参数,可
以定义为

ψ=e-ec (26)
式中:ec是临界状态孔隙比,定义为[25]

ec=eΓ-λp'
pa  ξ (27)

式中:eΓ、λ和ξ是e-p'空间的临界状态参数。

3.3 硬化模量

硬化模量描述了土体的硬化特性。Sun等[14]

采用Li等[25]提出的常规三轴应力条件下的硬化模

量。为了使建立的模型可以反映真三维应力条件下

的硬化特性,基于特征应力法修正了Li等[25]的硬化

模量,见式(28)。

Kp=(h1-h2e)G
Mp
η

-exp(kψ)  (28)

式中:特征峰值应力比(Mp)定义为

Mp=Mexp(-kψ) (29)
式中:h1和h2是材料常数,描述了硬化参数对孔隙

比的依赖;k是材料常数,描述了特征峰值应力比对

土体物质状态的依赖。由式(28)可知,硬化模量的

大小受多重因素影响(e、e0、p'、ψ、G),且在剪切尚未

开始时(η=0),Kp=+∞,在临界状态和峰值应力

点时,Kp=+∞。因此,所提三维硬化模量合理。
为进一步验证所提出的模型,选择某堆石料的真三

维试验数据对模型进行验证。

4 模型参数识别与模型验证

4.1 模型参数识别

模型含有11个参数,分别为:φc、λ、eΓ、ξ、Δ、β、k、

h1、h2、G0以及ν。这些模型参数均可以通过三轴试
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验获得。
参数φc、λ、eΓ和ξ为临界状态参数。φc可以通

过拟合p'-q平面临界状态线的斜率得到;λ、eΓ、ξ可

以通过拟合e-p'空间的临界状态数据得到[5]。图5
所示为临界状态参数对模型预测结果的影响,可见,
随着φc和eΓ 数值的增加,模型预测得到的同一应

变水平下的应力比逐渐增加;随着λ的增加,模型预

测的同一应变水平下的应力比逐渐减小。

图5 临界状态参数对模型预测的影响

Fig.5 Effectofcritical-stateparametersonmodelprediction
 

参数Δ决定了土体的塑性流动特性,可以由试

样状态转换时的剪胀关系得到,即d=0。将式(25)
代入式(22),得

M2-(1-exp(Δψd)/2)(η2+M2)
η2-exp(Δψd)

=0 (30)

  因此

Δ=1
ψd
ln 2
1+(M/ηd)2

(31)

式中:ψd 和ηd 分别是ψ和η在状态转换点的数值。
参数k可以通过试样在峰值应力状态点的应力 应

变关系得到,即Kp=0时

Mp
ηp

-exp(kψp)=0 (32)

  再将式(29)代入式(32),得

Mexp(-kψp)
ηp

-exp(kψp)=0 (33)

  因此

k= 1
2ψp
lnM

ηp
(34)

式中:ψp和ηp分别是ψ和η在峰值应力点的数值。
参数Δ和k对模型预测的影响见图6。分析发

现:随着参数Δ的增加,模型预测得到的同一应变水

平下的应力比逐渐增加;随着参数k的增加,模型预

测得到的同一应变水平下的应力比逐渐降低。

图6 Δ和k对模型预测的影响

Fig.6 EffectsofΔandkonmodelprediction
 

特征应力参数β可由土体相关三轴压缩(φc)和
拉伸(φe)时的临界状态摩擦角关系式获得[21]。β≤
0.1时,模型在π平面的屈服轨迹非常接近于

Matsuoka-Nakai准则[26]。因此,β近似取0.1。
参数h1和h2可以通过拟合土体受荷时ε1-q关

系曲线获得。具体参见文献[15,25],这里不再赘

述。图7所示为参数h1和h2对模型预测结果的影

响,分析可知:当参数h1增加时,同一应变水平下模

型预测的应力比增加;当参数h2增加时,同一应变水

平下模型预测的应力比减小。

图7 h1和h2对模型预测的影响

Fig.7 Effectsofh1andh2onmodelprediction
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两个弹性参数(G0、ν)可以通过拟合堆石料初始

加载阶段的应力 应变曲线获得,具体参见文献

[27]。由于受荷后堆石料弹性变形相对塑性变形较

小,因此,不再探讨弹性参数对模型预测的影响。

4.2 模型验证

选取不同初始状态的堆石料[28]在真三轴压缩

条件下的试验数据进行拟合和对比,以验证所提出

三维分数阶岩土塑性力学模型的合理性。
所选堆石料为两河口心墙土石坝筑坝料,试验

初始孔隙比为0.68。试验时固定第三主应力和中

主应力比不变,第二和第一主应力按照设定中主应

力比值的大小比例增加。其他有关材料和试样准备

资料见文献[28],不再赘述。根据前述方法,确定具

体模型参数为:G0=90、ν=0.25、φc=46°、λ=0.11、

eΓ=0.404、ξ=0.1、Δ=0.2、β=0.1、k=0.1、h1=
1.2、h2=0.3。

图8~图10为所提出分数阶塑性力学模型对

真三轴试验数据的模拟。对比分析可以发现:模型

可以合理地模拟堆石料在不同围压和中主应力比条

件下的真三维应力 应变特性。具体来说,随着第一

主应变的增加,试样的应力比不断增加;第二主应变

只有在中主应力比等于0时,即常规三轴试验条件

下,数值为负,其他中主应力比条件下均为正;第三

主应变在任何中主应力比条件下均为负值。这些应

力 应变特性均可被较好地模拟。

图8 围压100kPa时三维应力 应变关系的模型预测

Fig.8 Modelpredictionsofthe3Dstress-strainbehaviorof
rockfillatconfiningpressureof100kPa

 

此外,需要指出的是,中主应力系数较小时,图
8~图10中试样在同一偏应力水平所产生的第一主

应变大于第二、第三主应变,但随着中主应力系数的

增加,第一主应变小于第二、第三主应变;这是因为

随着中主应力系数从0变化到1,原先的第二主应

力大小慢慢接近于第一主应力,对侧向应变的主导

作用逐渐变大。从而在第一主应力方向产生的应变

会逐渐小于同等偏应力水平下其他两个主应力方向

的应变。

图9 围压150kPa时三维应力 应变关系的模型预测

Fig.9 Modelpredictionsofthe3Dstress-strainbehaviorof
rockfillatconfiningpressureof150kPa

 

图10 围压200kPa时三维应力 应变关系的模型预测

Fig.10 Modelpredictionsofthe3Dstress-strainbehaviorof
rockfillatconfiningpressureof200kPa
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5 结论

基于特征应力法,修正了已提出的分数阶应力

塑性力学模型,使其可以对堆石料在一般三维应力

条件下的应力 应变进行预测。并选择堆石料的真

三轴压缩试验数据,对模型进了验证。主要结论

如下:

1)基于特征应力修正的屈服面,其在主应力空

间不再是一个圆锥,而是一个可以反映土体三维屈

服特性的曲面,该面在π平面的投影为曲边三角形。

2)无需额外假定塑性势面,只需要对已有屈服

面进行分数阶微分求导,便可以得到非关联的流动

法则。进一步得出剪胀方程受分数阶求导阶数、特
征应力参数以及中主应力系数的影响。

3)基于特征应力法修正了已有常规三轴应力条

件下的硬化模量,使其可以反映三维应力条件下堆

石料的硬化特性。

4)对比试验数据,验证了所提模型的合理性;模
型可以对不同初始状态试样在不同中主应力比条件

下的真三轴应力 应变特性进行较好的模拟。

5)建立模型仅考虑了完全饱和堆石料的变形特

性,对于干燥或半干燥堆石料遇水饱和后存在的湿

化或者软化性能还有待进一步研究。此外,模型也

未考虑堆石料在填筑或者运维过程中的颗粒破碎,
对于考虑颗粒破碎影响的堆石料三维分数阶塑性模

型也有待进一步研究。
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