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混凝土圆环形截面非均匀配筋计算的解析法
李彬,周东华

(昆明理工大学 建筑工程学院,昆明650500)

摘 要:环形截面是工程结构中常见的截面形式,但混凝土环形截面配筋计算存在双重非线性(材
料和截面宽度变化的非线性)。《混凝土结构设计规范》中仅给出计算均匀配筋的超越方程组,需编

程和迭代求解,不能手算,极为不便。另外,一些环形截面构件(如高桥墩、预制管桩等)长度长、截
面尺寸大、钢筋用量大,若采用均匀配筋,中性轴附近钢筋应力小,经济性不好。若采用非对称配

筋,将受力钢筋布置在远离中性轴的外围区域,可充分利用混凝土和钢筋强度,提高经济效益。为

此,根据混凝土和钢筋的本构关系确定应变变化的范围和边界,从应变出发,利用解析方法由应变

求解应力,进而计算内力,不需迭代,最终将计算结果绘制成便于手算配筋的诺谟图,计算快速方

便。该方法适用于C50及以下强度混凝土和任意直径大小的环形截面。
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Analyticalmethodforcalculatingnon-uniformreinforcement
ofconcreteringsection

LIBin,ZHOUDonghua
(SchoolofCivilEngineering,KunmingUniversityofScienceandTechnology,Kunming650500,P.R.China)

Abstract:Ringsectionisacommonformofsectioninengineeringstructure,butthereexistsdouble
nonlinearity(nonlinearityofmaterialandsectionwidth)inreinforcementcalculationofconcretering
section.IntheCodefor Designof ConcreteStructures,onlythetranscendentalequationsforthe
calculationofuniformreinforcementaregiven,whichrequireprogramminganditerativesolutionand
cannotbecalculatedmanually,whichisveryinconvenient.Inaddition,someringsectionmembers(suchas
highbridgepiers,precastpipepiles,etc.)havelonglength,largesectionsizeandlargeamountof
reinforcement.Ifuniformreinforcementisadopted,thereinforcementstressneartheneutralaxisissmall
andtheeconomyispoor.Ifasymmetricalreinforcementisadopted,thestressreinforcementisarrangedin
theperipheralareafarawayfromtheneutralaxis,whichcanmakefulluseofthestrengthofconcreteand
reinforcementtoimproveeconomicbenefits.Basedontheconstitutiverelationbetweenconcreteandsteel,



thispaperdeterminestherangeandboundaryofstrainvariationandstartsfromstrain.Byanalytical
method,stressissolvedbystrain,andtheninternalforceiscalculatedwithoutiteration.Finally,the
calculatedresultsaredrawnintoa Nomo-diagram thatisconvenientfor manualcalculation of
reinforcement,whichisfastandconvenientforcalculation,andsuitableforC50orbelowstrengthconcrete
andannularsectionswitharbitrarydiameters.
Keywords:circularringsection;reinforcedconcrete;analyticalmethod;strain;Nomo-diagram

  工程中的圆环形截面构件有的有明确单一的弯

曲方向,例如:边坡抗滑桩为单向弯曲,高桥墩沿跨

度方向为主弯曲,通常,这类构件截面尺寸大、长度

长。采用均匀配筋的最大缺点是不能充分利用中性

轴附近的钢筋强度,而能充分发挥钢筋强度且经济

性好的配筋方式是非均匀配筋,即将受力钢筋设置

在离中性轴较远的外围区域。
环形截面配筋的计算具有双重非线性(材料非

线性和截面宽度变化非线性),因此,计算较为困难。
《混凝土结构设计规范》(GB50010—2010)[1](以下

简称《规范》)中虽然给出了相关的计算公式,但仅仅

是针对均匀配筋,没有非均匀配筋的计算方法或公

式。另外,《规范》给出的公式是超越方程组,须迭代

求解,无法手算。针对这一问题,笔者做了两方面的

工作,一是提供环形截面非均匀配筋的计算方法,二
是解决双重非线性不能手算的问题。无需迭代计算

的思路是:由截面应变计算应力,进而计算内力[2-3]。
要实现这一点的关键是确定截面应变,根据《规范》
给出的混凝土和钢筋的本构关系确定截面应变的极

限范围,将其范围分成了5个区域[4-8],使每个区域

均有一侧含有极限应变,便可将截面应变变为已

知量。

1 截面抗力

1.1 本构关系

《规范》中给出了完整的混凝土和钢筋的本构关

系数学表达式

σc= -εc-ε2c
4  fc (εc>-2.0‰)

σc=fc      (εc≤-2.0‰) (1a)

σs=Esεs   (εs<εy)

σs=fy    (εs≥εy) (1b)

式中:εc和εs分别为混凝土和钢筋的应变(式中应

变值取千分位)。

1.2 截面应变区域

采用的计算方法和思路是由截面应变通过本构

关系确定应力,再由应力求内力和判断受力状态(轴
拉、小偏拉、大偏拉、纯弯、小偏压、大偏压、轴压)。
如图1所示,根据本构关系构造可能的截面应变范

围[9-10],并把可能的截面应变范围分成5个应变区

域,各受力状态对应的截面应变能够完全在图1中

表示出来,图中:r为外圆半径;r1 为内圆半径;h0 为

截面有效高度;as为钢筋合力至截面下边缘的距离。
截面上边缘应变范围从10‰~-3.3‰;截面下边

缘应变范围从10‰~-2.0‰。

图1 混凝土和钢筋的应变变化区域

Fig.1 Strainvariationareaofconcreteandreinforcement
 

在截面应变范围划分的5个区域中,每个区域

至少有一侧的应变是极限应变[11]并在这一区域内

保持不变(极限应变是常量),以确保截面处于极限

状态,即区域①、②截面下侧应变为钢筋的极限应变

εs=10‰;区域③、④截面上侧应变为混凝土受压区

上边缘的极限应变εc=-3.3‰;由区域⑤中截面上

下边缘应变的数值和几何关系可得区域⑤的旋转点

位置为距离截面下边缘20d/33处εc=-2‰(轴压

时的极限应变),这样就可以使平衡方程中未知量的

个数等于方程个数,方便求解截面内力[12-14]。5个

区域的截面应变规律和受力情况如表1所示。

表1 截面应变与实际受力状态

Table1 Sectionstrainandactualstressstate

区域 截面上边缘应变 截面下边缘应变 受力状态

① 0<εc≤10‰ εs=10‰ 轴拉或小偏拉

② -3.3‰<εc≤0 εs=10‰ 大偏拉或纯弯

③ εc=-3.3‰ εy<εs≤10‰ 纯弯或大偏压

④ εc=-3.3‰ 0=εc1<εs≤εy 小偏压

⑤ -3.3‰≤εc≤2‰ 0≤εs≤2‰ 小偏压或轴压
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  上述5个应变分布区域可适用于各种截面形状

的钢筋混凝土,推导圆环形截面的配筋计算都基于

这些应变区域[15],这5个应变区域的分布不仅能满

足《规范》中对混凝土和钢筋极限应变的规定,即图

1中区域,而且还能够完善混凝土等效矩形应力换

算引起的区域②、⑤的应变缺失。

1.3 截面参数

根据区域中混凝土和钢筋应变规律,可由图2
计算出混凝土受压区高度,即

x= εc
εc-εsh0

(2)

图2 截面参数及应变

Fig.2 Sectionparametersandstraindistribution
 

  根据图2的几何关系h0=t+z,其中:t为混凝

土合力位置与混凝土受压区边缘间的距离;z为混

凝土受压区合力至钢筋重心的距离,令kz=z/h0,即

kz 为内力臂系数;x为混凝土受压区高度,令kx=
x/h0,即kx 为受压区高度系数。

通过已知的受压区高度,截面范围内任意高度

u处的应变均可求出

εci =u
xεc

(3)

  但圆形截面内任意高度处的应变还不能通过u
求出来,需要引入一个参数弦高fi=r(1-cosφ),
弦高最小时在圆的顶部,弦高最大时在圆的底部,可
得圆内任意高度u的表达式u=x-fi=x-r(1-
cosφ),其中x和fi 为两个相互独立的变量,当截面

应变已知,也就是x固定时,弦高就只随着圆心角的

变化而变化,这样就可以找出任意纤维处的应变与

圆心角的函数关系,即

εci =x-r(1-cosφ)
x

(4)

  将式(4)代入式(1a)可求得任意高度处的应力

计算式

σci(φ)=- εci+ε2ci
4  fc=

εc r
x
(1-cosφ)-1  -εc

4 1-
r
x
(1-cosφ)  

2

  fc=

r
x -1  2ε2c4- r

x -1  εc+ 
r
xεc-

r
x

r
x -1  ε2c2  cosφ+r2ε2c

4x2cos
2φ fc=

(K1+K2cosφ+K3cos2φ)fc (5)

式中:k1= r
x-1  2ε2c4- r

x-1  εc;k2= r
xεc- 

r
x

r
x-1  ε2c2 ;k3=r

2ε2c
4x2
。

  根据材料的本构关系,当混凝土应变εc≥-2‰
时,对应的应力分布为抛物线;当混凝土应变

-3.3‰≤εc<-2‰时,对应的应力分布为矩形+
抛物线。

1.3.1 抛物线阶段(εc≥-2‰) 混凝土受压区边

缘应变εc≥-2‰的应力分布如图3所示。

图3 εc≥-2‰时的应力分布

Fig.3 Thestressdistributionofεc≥-2‰ 

Nc1=∫
x

0
σ(φ)b(φ)dy=

2r2fc∫
x

0
(K1+K2cosφ+K3cos2φ)sin2φdφ=

2r2fc φ
2-sin2φ4  K1+sin

3φ
3 K2+ 

sinφcos3φ
4 +φ

8-sin2φ16  K3 
φ1

φ0
(6)

Mc1=∫
x

0
σci(φ)b(φ)rcosφdy=

2r3fc∫
x

0
(K1+K2cosφ+K3cos2φ)sin2φcosφdφ=

2r3fc -sin
3φ
3 K1- sinφcos3φ

4 +φ
8-  

sin2φ
16  K2+ 5sin3φ-3sin5φ

15  K3 
φ1

φ0
(7)

  以上计算的轴力和弯矩(按混凝土受压区每一

层纤维对中性轴的距离计算的弯矩)都与截面尺寸

和混凝土强度相关,为了消除这种相关性,将轴力和

弯矩分别除以πr2fc和πr3fc,其中,弦长与对应圆

心角的关系b(φ)=2rsinφ、积分上下限φ0=0、φ1=
arccos(r-x)/r,这样就能计算出抛物线阶段的无量

纲轴力和弯矩,见式(8)和式(9)。
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nc1=2π
φ
2-sin2φ4  K1+sin

3φ
3 K2+ 

sinφcos3φ
4 +φ

8-sin2φ16  K3 
φ1

φ0
(8)

mc1=2π -sin
3φ
3 K1- sinφcos3φ

4 +φ
8-  

sin2φ
16  K2+5sin

3φ-3sin5φ
15 K3 

φ1

φ0

(9)

1.3.2 矩形+抛物线阶段(-3.3‰≤εc<-2‰)
 混凝土受压区边缘应变-3.3‰≤εc<-2‰的应

力分布如图4所示。

图4 -3.3‰≤εc<-2‰时的应力分布

Fig.4 Thestressdistributionof-3.3‰≤εc<-2‰
 

Nc2=∫
a

0
-fcb(φ)dy+∫

x

a
σci(φ)b(φ)dy=

-2r2fcφ-sin2φ2  φ1

φ0
+

2r2fc φ
2-sin2φ4  K1+sin

3φ
3 K2+ 

sinφcos3φ
4 +φ

8-sin2φ16  K3 
φ2

φ1
(10)

Mc2=∫
a

0
-fcb(φ)rcosφdy+∫

x

a
σci(φ)b(φ)rcosφdy=

-23r
3fc(sin3φ)|φ1

φ0+

2r3fc -sin
3φ
3 K1+ -sinφcos

3φ
4 -φ

8+   
sin2φ
16  K2+ 5sin3φ-3sin5φ

15  K3 
φ2

φ1
(11)

  同样,将轴力和弯矩分别除以πr2fc和πr3fc,
其中积分上下限φ0=0、φ1=arccos[(r-x+a)/r]、

φ2=arccos[(r-x)/r],计算出矩形+抛物线阶段的

无量纲轴力和弯矩,见式(12)和式(13)。

nc2=-2π φ-sin2φ2  φ1

φ0
+

2
π

φ
2-sin2φ4  K1+sin

3φ
3 K2+ 

sinφcos3φ
4 +φ

8-sin2φ16  K3 
φ2

φ1
(12)

mc2=-2π
sin3φ
3  φ1

φ0
+

2
π -sin

3φ
3 K1+ -sinφcos

3φ
4 -φ

8+  
sin2φ
16  K2+ 5sin3φ-3sin5φ

15  K3 
φ2

φ1
(13)

  如图5所示,圆形截面与圆环形截面的区别仅

在于圆环形截面比圆形截面少了一部分混凝土弓形

受压区面积,圆形截面减去混凝土弓形受压区的应

力,即可得到圆环形混凝土受压区的内力。

图5 环形截面受压区

Fig.5 Compressionzoneofannulussection
 

2 配筋计算的诺谟图

无量纲化后的弯矩设计值为m,受压区混凝土

无量纲合力对受拉钢筋合力点取矩得 m=nz=
nkzh0,可知,无量纲弯矩仅与无量纲轴力n、内力臂

系数kz 和截面有效高度h0 相关,其中无量轴力又

与受压区高度系数kx 相关,截面有效高度仅与受拉

钢筋的配筋圆心角α相关。
钢筋在其配置区域内离散均匀分布,为了便于

解析计算,对钢筋做连续分布处理,也就是把钢筋面

积均匀分布于配筋圆心角对应的弧长上,即弧长l=
As/(α·rs),其中:α为配筋圆心角;rs为每根钢筋的

重心所在圆弧的半径,取rs=r-35mm。配筋圆心

角对应弧长的重心与混凝土合力间的距离即为内力

臂长度。受拉区配筋圆心角越大,受拉钢筋重心位

置就越高。经计算,配筋圆心角α=90°的截面有效

高度h0=1.787r;α=120°的截面有效高度h0=
1.717r;α=150°的截面有效高度h0=1.625r。绘制

了内圆和外圆两种比例的环形截面配筋计算诺谟

图,即r1/r=0.5和r1/r=0.7,按照不同情况查找

对应的诺谟图,该图为无量纲图表,适用于C50及以

下混凝土强度及任意半径的环形截面。
在图6中绘出了内力臂系数kz、受压区高度系

数kx、配筋圆心角α、混凝土应变εc和钢筋应变εs与

无量纲弯矩m的关系曲线。从诺谟图中可以看出,
随着弯矩的增大,混凝土边缘应变εc的绝对值和混

凝土受压区高度系数kx 也逐渐增大,而受拉钢筋的

应变εs和内力臂系数kz 逐渐减小。同时,图1中的
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5个应变区域在图6中也有对应的位置,这样,在
《规范》中没有包含的区域②和⑤也可以用图6来计

算配筋,避免了《规范》中应变变化不连续的弊端,更
符合混凝土圆环形截面的实际受力状态。

图6 环形截面的计算诺谟图

Fig.6 Thecalculationnomographofcircularsection
 

该计算方法不仅限于纯弯截面,还适用于截面

有轴力的情况,具体方法是先将轴力平移到钢筋合

力的重心位置,如图7所示,由式Ms=M+P(r-
as)计算所需受拉钢筋的面积,Ms为截面计算弯矩,
M、P分别为截面弯矩和轴力的设计值。其中,轴力

P受拉为正,受压为负。

图7 截面上的弯矩和轴力

Fig.7 Axialforcesandbendingmomentsonthesection
 

在单筋截面承载力不足时,可以在混凝土受压

区配置受压钢筋,形成双筋截面,双筋截面也能通过

该方法计算所需的受压和受拉钢筋的面积,双筋截

面的弯曲承载力由两部分组成,分别是单筋截面的

最大承载力和受压钢筋与受拉钢筋组合间组成的合

力偶矩,两部分叠加可得Ms=M*
s +ΔMs,其中:Ms

为双筋截面的弯曲承载力;ΔMs为受压钢筋与受拉

钢筋组合成的力偶矩;M*
s 为单筋截面最大弯曲承

载力。如图6(a)中标出受拉钢筋级别为HRB400,
对应的屈服应变εy=1.8‰,配筋圆心角α=150°的
单筋截面的最大承载无量纲弯矩m*

s =1.11。实际

计算中,根据所选用钢筋级别对应的屈服应变和配

筋圆心角,即可在图6上查得单筋截面的最大承

载力。
由平衡关系即可得出配筋计算公式

单筋截面:As= 1fy
Ms

z +P  (14)

双筋截面:Ms=M*
s +ΔMs (15)

受压钢筋:As' = 1
f'y
· ΔMs

h0-a's
(16)

受拉钢筋:As= 1fy
M*
s

z + ΔMs

h0-as+P  (17)
  考虑到偶然荷载的不确定性,为使荷载作用端

与构件的抵抗端相匹配,根据构件工况和偶然荷载

可能的作用方向,可继续使用文中的诺谟图进行偶

然荷载作用下的配筋计算。

3 算例

3.1 算例1
某圆环形截面混凝土构件外圆半径r=60cm,

内圆半径r1=30cm,弯矩设计值2400kN·m,轴
力设计值P=-700kN(压力),采用混凝土等级

C30,钢筋HRB400级,根据要求计算截面所需钢筋

面积。
1)规范解法

根据《规范》附录E中的超越方程组E.0.3-1和

E.0.3-2,通过雅克比迭代法求解,最后计算得到受

压区混凝土面积与全环截面比值为0.1773;全部纵

向普通钢筋截面面积As=14224mm2。
2)本文解法

设配筋圆心角α=120°,得as=0.28r,h0=
1.72r,截面内外半径比r1/r=0.5,fc=14.3N/
mm2,fy=360N/mm2。

Ms=M+P(r-as)=2097.6kN·m

ms= Ms

πr3fc=
2097.6×106
π×6003×14.3=0.216

查图6(a)可得

kz=0.92 (εs=10‰,εc=-1.9‰)
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As= 1fy
M
z +P  =5077mm2

  按该方法计算所需(单侧)受力钢筋与规范结果

之比为5077/14224=0.357。
3.2 算例2

某圆环形截面混凝土构件,外圆半径r=50cm,
内圆半径r1=35cm,构件截面荷载如图8所示,弯
矩设计值M1=1000kN·m,考虑偶然荷载作用的

弯矩设计值 M2=-900kN·m,采用混凝土等级

C35,钢筋HRB400级,根据要求计算截面配筋。

图8 某截面的荷载示意图

Fig.8 Diagramofloadonasection
 

1)规范解法

根据《规范》附录E中的超越方程组E.0.3-1和

E.0.3-2,通过雅克比迭代法求解,最后计算得受压

区混凝土面积与全环截面比值为0.1577;全部纵向

普通钢筋截面面积As=7117mm2。

2)本文解法

根据M1对截面下侧进行配筋计算,设配筋圆心

角α1=120°,得as=0.28r,h0=1.72r,截面内外半径

比r1/r=0.7,fc=16.7N/mm2,fy=360N/mm2。

ms1= M1

πr3fc=
1000×106
π×5003×16.7=0.1525

查图6(b)可得

kz1=0.94 (εs=10‰,εc=-1.5‰)

As1= 1fy
M1

z1 = 1000×106
360×0.94×1.717×500

=3443mm2

  根据M2 对截面上侧进行配筋计算,设配筋圆

心角α2=150°,得as=0.375r,h0=1.625r。

ms2= M2

πr3fc= 900×106
π×5003×16.7=0.137

  查图6(b)可得

kz2=0.95 (εs=10‰,εc=-1.5‰)

As2=1fy
M2
z2 = 900×106

360×0.95×1.625×500=3239mm2

  截面双侧配筋面积As=As1+As2=6682mm2

按该方法计算所需(双侧)受力钢筋与规范结果

之比为6682/7117=0.94。

4 结论

1)通过混凝土和钢筋的本构关系,绘制了环形

截面非对称配筋计算的诺谟图,与中国现行《规范》
中只给出圆环形截面的均匀配筋计算方法相比,该
方法不用解超越方程组,计算简便,截面非受拉区可

按构造要求配筋,适各种截面半径(r)的环形截面。
2)在工程实际中,如深基坑围护结构使用的悬

臂灌注桩(主要承受一个方向的水平力),或者高大

的桥墩(截面上既有轴力,又有弯矩),这种荷载方向

明确的环形截面构件,若采用非对称配筋,可充分利

用材料强度,提高经济效益。
3)对于需要考虑偶然荷载作用的结构构件,可

根据偶然的作用大小再次使用该诺谟图,给偶然荷

载作用的方向配筋,以保证荷载作用与结构抗力相

匹配。
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